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はじめに
このテキストは，大学初年級の学生が線形代数の基礎的内容 (basic course)を学ぶための手引

き書として，後藤四郎先生の講義内容を原井川聡先輩が tex化し，後藤研究室の学部メンバー

が編集し直したものである．

線形代数は代数学に限らず多方面の数学の基礎であり，今や理工系だけではなく人文系・社

会学系の諸分野の学生にとっても大切な基礎科目となっている．線形代数学レベルの数学にさ

え十分な理解を持たないようでは，数学科の卒業生とは到底言えない．しかしながら，線形代

数は広範囲の応用内容を含むにもかかわらず，これを学びあるいは教える授業時間はかなり限

られていて，その取り扱いには工夫と大胆な取捨選択が必要となる．この手引き書を再編する

仕事を命じられたとき，私達は「手っ取り早く線形代数の基礎を修得できる」ようにすること

と共に，「単純でわかりやすい手引き書を作る」ことに力点を置いた．テキストの原本を読んで

整理し，各定理になるべく詳細な証明をつけ，self-containedな完結した理論になるよう努力し

たつもりである．このテキストは素質的に優れた能力の高い学生には不向きかも知れないが，

これから理工学部で苦労して線形代数を学ぶであろう多くの後輩達にとって少しでも学習上の

役に立てば幸いに思う．

2005年 3月

田口昭彦・中曽根康平・中村仁・中里和彦・関谷秀夫

監修者から
このテキストは線型代数の基本を理解させるためのかなり強引なガイドブックです．説明を

加え演習を補いながら，各節を２授業時間位で終わらせるよう，塩梅してあります．

一言で言えば，線型代数とは連立方程式を解く技法のことです．ですから線型代数では，正

則行列の構造論と行列の基本変形が最も重要な役割を果たします．このテキストはこの視点を

貫き通していますが，それはこのような基本を十分に理解してはじめて，その向こう側にある

代数学的・幾何学的・解析学的世界に入ることができるようになると考えるからです．今回はこ

のテキストには演習問題を取り込む余裕がありませんでした．言うまでもないことですが，こ

のテキストに述べられた内容に肉付けをし自由に動かせるようになるには，授業に出て，演習

問題を解いて計算法に習熟し，より深い数学を身に着ける必要があります．

1



目 次

1 行列 3

1.1 行列 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.2 行列の演算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2 正則行列 12

2.1 正則行列の性質 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.2 行列の基本変形と正則行列 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3 連立方程式 23

3.1 正則行列の特徴付け . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.2 連立方程式の解法と行列の階数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

4 ベクトル空間と行列 31

4.1 部分空間 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

4.2 次元と基底 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

5 行列式 35

5.1 行列式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

5.2 余因子行列 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

6 線型写像 44

6.1 線型写像と行列 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

6.2 次元公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2



このテキストでは，行列は複素数の全体よりなる集合C内に成分を持つものだけを考えるが，
ここで展開される理論のすべてが任意の体上で成り立ち，また大半の結果は可換環上の行列論

へと拡張できるものである.

1 行列

1.1 行列

数を長方形の形に並べたものを行列という．行数がmで列数が nの行列

A =




a11 · · · a1n

...
. . .

...

am1 · · · amn




を考えるとき，この行列は (m,n)型であるという．与えられた行列Aの i行 j列に配置された

数 aijを行列Aの (i, j)成分と呼び，行列AをA = (aij)と表す．たとえば，次の行列

A =




1 2 3

0 −1 1

2 6 1




は (3, 3)型であり, (2, 1)成分は 0であって，(1, 3)成分は 3である．

2つの行列A = (aij)とB = (bij)について, 型が同じ (m,n)型であってかつ全ての 1 ≤ i ≤ m

と 1 ≤ j ≤ nについて等式 aij = bijが成立つとき, これら二つの行列は同じものであると考え，

これをA = Bと書く．例えば，A =

(
1 2 3

0 1 1

)
, B =

(
1

1

)
，C =

(
1 2 3

−1 1 2

)
とする．こ

のとき型を見てA 6= B, B 6= Cであることがわかり, 行列A,Cについては型は同じであるが，

a21 = 0, c21 = −1であるから，A 6= C となる．

全ての成分が 0である行列を零行列と呼び, これを 0と書く．0 =

(
0

0

)
, 0 =

(
0 0 0

0 0 0

)
で

あって, 型が違っていても，同じ記号 0を用いる．

数を正方形に並べて得られる行列を，正方行列という．(n, n)型の行列をn次正方行列と呼ぶ．

(1)，

(
1 2

3 4

)
，




1 1 1

0 1 1

0 0 1


，




1 2 3 4

0 1 1 1

4 7 0 −1

3 2 3 1




は，それぞれ 1次, 2次, 3次, 4次正方行列である．
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定義 1.1. aii = 1とし，i 6= jならば aij = 0と置くことによって定まる n次正方行列 (aij)を単

位行列と呼び, Eと書く．即ち

E =




1

1
o

o
. . .

1




である．とくに, n次単位行列というように，型 (n, n)を指定したいときは，E = Enと書く．

(n, 1)型の行列を n次列ベクトル, (1, n)型の行列を n次行ベクトルと呼ぶことが多い．即ち



2

1

−1


 ,

(
1 5 −3 2

)

は，それぞれ 3次列ベクトル, 4次行ベクトルである．

1.2 行列の演算

行列の間には，「和」・「差」・「スカラー倍」, そして「積」という 4種類の「演算」がある．

(1) 和 (m,n)型の 2つの行列 A = (aij), B = (bij) について，[A + B]ij = aij + bij (1 ≤ i ≤
m, 1 ≤ j ≤ n)によって，AとBの和A + Bを定める．（但しここで，[A + B]ijは，新しく定め

られる行列A + Bの (i, j)成分を表している．以下このような書き方をすることも多い．）行列

A + BはA, Bと同じ (m,n)型であり, その (i, j)成分は，上の等式 [A + B]ij = aij + bijで与え

られる．たとえば (
1 2 3

0 1 −1

)
+

(
3 −1 0

1 2 1

)
=

(
4 1 3

1 3 0

)

である．型の異なる行列同士の和は考えない．

(2) 差 (m,n)型の 2つの行列A = (aij), B = (bij) に対し，AとBの差A−Bは，同じ (m,n)

型の行列であって, その (i, j)成分は [A−B]ij = aij − bij (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n)によって与え

られる．すなわち
(

1 2 3

0 1 −1

)
−

(
3 −1 0

1 2 1

)
=

(
−2 3 3

−1 −1 −2

)

である．
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(3) スカラー倍 λをスカラー (単に，「数」のことである), Aを (m,n)型の行列とする．このと

き，λAは (m,n)型の行列であって，その (i, j)成分は [λA]ij = λaij (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n)で

与えられる．例えば

3

(
1 2 3

1 1 0

)
=

(
3 6 9

3 3 0

)

である．特に λ = −1のとき, 即ち (−1)Aを−Aと書く．従って, 2つの (m, n)型の行列A, B

に対し，A−B = A + (−B) = A + (−1)Bという等式が得られる．

(4) 積 A = (aij)を (m,n)型の行列, B = (bij)を (n, `)型の行列とする．このとき，AとBの

積ABは，次の様に定義される．

ABは (m, `)型の行列であって，1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ` に対し，その (i, j)成分 [AB]ijは

[AB]ij =
n∑

α=1

aiαbαj = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj

で与えられる．(m,n)型と (n, `)型の行列の積は，(m, `)型の行列である．たとえば

(
1 2 3

−1 0 1

)


1 −1 1

0 1 1

1 2 1


 =

(
4 7 6

0 3 0

)

となる．n 6= n′のときは，(m, n)型の行列と (n′, `)型の行列の積は考えない．

以上で定めた和・差・積．スカラー倍については，以下の主張が正しい．

定理 1.2. 次が正しい．

(1) A + B = B + A.

(2) (A + B) + C = A + (B + C).

(3) A + 0 = 0 + A = A.

(4) A + (−A) = 0 = (−A) + A.

但し, A, B, Cは (m,n)型の行列で，0は (m,n)型の零行列を表す.

Proof. A =




a11 · · · a1n

...
. . .

...

am1 · · · amn


 , B =




b11 · · · b1n

...
. . .

...

bm1 · · · bmn


 , C =




c11 · · · c1n

...
. . .

...

cm1 · · · cmn




とする.
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(1)

A+B =




a11 · · · a1n

...
. . .

...

am1 · · · amn


+




b11 · · · b1n

...
. . .

...

bm1 · · · bmn


 =




a11 + b11 · · · a1n + b1n

...
. . .

...

am1 + bm1 · · · amn + bmn


 .

B+A =




b11 · · · b1n

...
. . .

...

bm1 · · · bmn


+




a11 · · · a1n

...
. . .

...

am1 · · · amn


 =




b11 + a11 · · · b1n + a1n

...
. . .

...

bm1 + am1 · · · bmn + amn


 .

よってA + B = B + Aである．　

(2)

(A + B) + C =







a11 · · · a1n

...
. . .

...

am1 · · · amn


 +




b11 · · · b1n

...
. . .

...

bm1 · · · bmn





 +




c11 · · · c1n

...
. . .

...

cm1 · · · cmn




=




a11 + b11 · · · a1n + b1n

...
. . .

...

am1 + bm1 · · · amn + bmn


 +




c11 · · · c1n

...
. . .

...

cm1 · · · cmn




=




a11 + b11 + c11 · · · a1n + b1n + c1n

...
. . .

...

am1 + bm1 + cm1 · · · amn + bmn + cmn


 .

A + (B + C) =




a11 · · · a1n

...
. . .

...

am1 · · · amn


 +







b11 · · · b1n

...
. . .

...

bm1 · · · bmn


 +




c11 · · · c1n

...
. . .

...

cm1 · · · cmn







=




a11 · · · a1n

...
. . .

...

am1 · · · amn


 +




b11 + c11 · · · b1n + c1n

...
. . .

...

bm1 + cm1 · · · bmn + cmn




=




a11 + b11 + c11 · · · a1n + b1n + c1n

...
. . .

...

am1 + bm1 + cm1 · · · amn + bmn + cmn


 .

よって (A + B) + C = A + (B + C)である．　　
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(3) 0 =




0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0


 である．

A + 0 =




a11 · · · a1n

...
. . .

...

am1 · · · amn


 +




0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0




=




a11 + 0 · · · a1n + 0
...

. . .
...

am1 + 0 · · · amn + 0




=




a11 · · · a1n

...
. . .

...

am1 · · · amn




= A.

故に (1)よりA + 0 = 0 + A = Aとなる．

(4)

−A =



−a11 · · · −a1n

...
. . .

...

−am1 · · · −amn


である．故に

A + (−A) =




a11 · · · a1n

...
. . .

...

am1 · · · amn


 +



−a11 · · · −a1n

...
. . .

...

−am1 · · · −amn




=




a11 − a11 · · · a1n − a1n

...
. . .

...

am1 − am1 · · · amn − amn




=




0 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 0




= 0.

(1)よりA + (−A) = (−A) + A = 0となる．

定理 1.3 (結合法則と分配法則). 次が正しい．

(1) (AB)C = A(BC).

(2) A(B + C) = AB + AC.
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(3) (A + B)C = AC + BC.

但し, (1)においては，Aは (m,n)型, Bは (n, `)型, Cは (`, k)型の行列を表し, (2)では，Aは

(m,n)型, B, Cは (n, `)型の行列とする．(3)では，A, Bは (m,n)型の行列, Cは (n, `)型の

行列とする．（即ち，各等式においては，それぞれ和や積が定義されているような行列しか考え

ていないのである．）

Proof. 略記した記述法を採用する．

(1) A = (aij), B = (bij), C = (cij)として, それぞれ (m,n)型, (n, `)型, (`, k)型の行列とす

る．まず (AB)C と A(BC)の行列の型が一致することを確かめる. 左辺は ABは (m, `)型, C

は (`, k)型であるから，(AB)C は (m, k)型の行列である．一方で右辺は，Aは (m,n)型, BC

は (n, k)型であるから，A(BC)は (m, k)型の行列であり，(AB)CとA(BC)は同じ型の行列で

あることがわかる．次に，ABの (s, β)成分は [AB]sβ =
∑n

α=1 asαbαβ であるから，(AB)C の

(s, t)成分は

[(AB)C]st =
∑̀

β=1

[AB]sβcβt =
∑̀

β=1

(
n∑

α=1

asαbαβ)cβt =
∑̀

β=1

(
n∑

α=1

asαbαβcβt) · · · �

である．同様に，BCの (α, t)成分は [BC]αt =
∑`

β=1 bαβcβt であるから，A(BC)の (s, t)成分は

[A(BC)]st =
n∑

α=1

asα(
∑̀

β=1

bαβcβt) =
n∑

α=1

(
∑̀

β=1

asαbαβcβt) · · · �

となる．�と�は，ともに asαbαβcβtを αと βを独立に動かして加えた値であるから，その順

番によらず和の値は等しい．故に

[(AB)C)]st = [A(BC)]st (1 ≤ s ≤ m, 1 ≤ t ≤ k)

となり，(AB)C = A(BC)であることがわかる．

(2) A = (aij), B = (bij), C = (cij)とし, Aは (m,n)型, B, Cは (n, `)型の行列とする. (1)

と同様に，行列A(B + C)とAB + ACの型を考えると, ともに (m, `)型であることがわかる．

A(B + C)の (i, j)成分は

[A(B + C)]ij =
n∑

α=1

Aiα·[B + C]αj =
n∑

α=1

aiα(bαj + cαj) =
n∑

α=1

aiαbαj +
n∑

α=1

aiαcαj,

AB + ACの (i, j)成分は

[AB + AC]ij = [AB]ij + [AC]ij =
n∑

α=1

aiαbαj +
n∑

α=1

aiαcαj
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である．従ってA(B + C) = AB + ACである.

(3) A = (aij), B = (bij), C = (cij)とし, A, Bは (m, n)型, Cは (n, `)型の行列とする. (1)

と同様に，行列 (A+B)CとAC +BCの型を考えると, ともに (m, `)型である．行列 (A+B)C

の (i, j)成分は

[(A + B)C]ij =
n∑

α=1

(aiα + biα)cαj =
n∑

α=1

aiαcαj +
n∑

α=1

biαcαj.

また，AC + BCの (i, j)成分は

[AC + BC]ij =
n∑

α=1

aiαcαj +
n∑

α=1

biαcαj

である．故に (A + B)C = AC + BCである．

定理 1.4. λ, µをスカラー, A, Bを (m,n)型の行列とすると，次の等式が成立つ．

(1) λ(A + B) = λA + λB.

(2) (λ + µ)A = λA + µA.

(3) λ(µA) = (λµ)A.

(4) 1A = A.

従って,

λ(−A) = (−λ)A = −λA, λ(A−B) = λA− λB, (λ− µ)A = λA− µA

である．

Proof. A = (aij), B = (bij) (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n)とする．[λ(A + B)]ij = λ·[A +

B]ij = λ(aij + bij) = λaij + λbij であって [λA + λB]ij = [λA]ij + [λB]ij = λaij + λbij で

ある．故に λ(A + B) = λA + λB である．[(λ + µ)A]ij = (λ + µ)aij = λaij + µaij であっ

て [λA + µA]ij = [λA]ij + [µA]ij = λaij + µaij である．故に (λ + µ)A = λA + µAである．

[λ(µA)]ij = λ·[µA]ij = λ(µaij) = (λµ)aij，[(λµ)A]ij = (λµ)aijである．故に λ(µA) = (λµ)Aで

ある．[1A]ij = 1aij = aij = [A]ijである．故に 1A = Aである．

同様に，Aを (m,n)型の行列とし，BとCを (n, `)型の行列とすれば等式，A(B−C) = AB−
ACが成立つ．AとBを (m,n)型の行列としCを (n, `)型の行列とすれば，(A−B)C = AC−BC

である．
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命題 1.5. λをスカラーとし, Aは (m, n)型の行列でBは (n, `)型の行列とすれば, 等式

(λA)B = A(λB) = λ(AB)

が成立つ．故に (−A)B = A(−B) = −ABである．

Proof. A = (aij)，B = (bjk) (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ k ≤ `)とする.

[(λA)B]ik =
n∑

j=1

(λaij)bjk = λ

n∑
j=1

aijbjk,

[A(λB)]ik =
n∑

j=1

aij(λbjk) = λ

n∑
j=1

aijbjk,

[λ(AB)]ik = λ

n∑
j=1

aijbjk

である．故に (λA)B = A(λB) = λ(AB)である．

命題 1.6. EmA = AEn = Aである．但し, Em, Enは単位行列，Aは (m, n)型の行列とする.

Proof. A = (aij)とする．各整数 i, jに対し δij=

{
1 (i = j)

0 (i 6= j)
とおく（これをクロネッカーの

デルタと呼ぶ）．単位行列EmとEnの (i, j)成分はどちらも δijで表される．故に，[EmA]ij =
∑m

k=1 δikakj = aij，[AEn]ij =
∑n

k=1 aikδkj = aijであって，EmA = AEn = Aとなる．

次に, A1, A2, · · · , Asを n次正方行列とする．このとき，積A1A2· · ·Asを

A1A2A3 = (A1A2)A3,

A1A2A3A4 = ((A1A2)A3)A4

一般には

A1A2· · ·As = ((· · · (((A1A2)A3)A4) · · · )As−1)As

と定める. 故に s ≥ 2のときは

A1A2· · ·As = (A1A2· · ·As−1)As

である．

定理 1.7. Ai, Bj (1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ t)を n次正方行列とすると，等式

(A1A2· · ·As)(B1B2· · ·Bt) = A1A2· · ·AsB1B2· · ·Bt

が成立つ．これを拡張された結合法則という．
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Proof. t = 1のときは，積の定義により

(A1A2· · ·As)B1 = A1A2· · ·AsB1

である．次に t ≥ 2であって t−1まで定理の等式が成立つと仮定する．このとき，B1B2· · ·Bt =

(B1B2· · ·Bt−1)Btであるから

(A1A2· · ·As)(B1B2· · ·Bt) = (A1A2· · ·As)((B1B2· · ·Bt−1)Bt)（連続した積の定義）

= ((A1A2· · ·As)(B1B2· · ·Bt−1))Bt (結合法則)

= (A1A2· · ·AsB1B2· · ·Bt−1)Bt　（帰納法の仮定）

= A1A2· · ·AsB1B2· · ·Bt−1Bt　（連続した積の定義）

である.

注意 1.8. 行列の積については交換法則が成立しない．即ち，等式AB = BAは，すべての n

次正方行列A, Bについて成立するわけではない．例えば,

(
0 1

0 0

)(
1 0

0 0

)
=

(
0 0

0 0

)
,

(
1 0

0 0

) (
0 1

0 0

)
=

(
0 1

0 0

)

を見よ．

A = (aij)を (m, n)型の行列とし c1, c2, · · · , cnをスカラーとすれば，等式

c1




a11

...

am1


 + c2




a12

...

am2


 + · · ·+ cn




a1n

...

amn


 =




a11 · · · a1n

...
. . .

...

am1 · · · amn







c1

...

cn




が成立つ．各 1 ≤ j ≤ nに対し ej =




0
...

1
...

0



（n次列ベクトルで，(j, 1)成分が 1であって，残りの

成分はすべて 0である）と置き，これらを n次単位ベクトルという．(m, n)型の行列A = (aij)

に n次単位ベクトル ejをかけると，行列Aの第 j列が得られる: Aej =




a1j

...

amj


 .
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2 正則行列

2.1 正則行列の性質

この項では，特に断らない限り, 考えている行列はすべて同じ型を持った n次正方行列とす

る．ここで nは正の整数であって，最後まで固定されていると考える. 以下E = Enとおく.

定義 2.1. 行列Aは, ある行列Xが存在して等式AX = XA = Eが成立つとき，正則であると

いう．

このとき，このような行列Xは，行列Aに対しただ一つしか存在しない（行列XはAに対

して一意的に定まるという）．実際，別の行列 Y があって等式 Y A = AY = Eが成立つならば

X = XE = X(AY ) = (XA)Y = EY = Y

となり，X = Y が得られる．行列XをAの逆行列といい，X = A−1 (「A inverse」と読む)

という記号で表す．

例 2.2. n = 2とし，A =

(
a b

c d

)
とすると, 行列Aが正則であることと, ad 6= bcが成立つこ

とは同値である．このとき行列Aの逆行列は

A−1 =
1

ad− bc

(
d −b

−c a

)

で与えられる.

Proof. ∆ = ad− bc, B =

(
d −b

−c a

)
とすると

AB =

(
a b

c d

)(
d −b

−c a

)
=

(
∆ 0

0 ∆

)
= ∆E

BA =

(
d −b

−c a

)(
a b

c d

)
=

(
∆ 0

0 ∆

)
= ∆E

であるから，等式AB = BA = ∆Eが成立つ．故に，∆ 6= 0ならば，A· 1
∆

B =
1

∆
B·A = Eと

なり，行列Aは正則であって，A−1 =
1

∆
B =

1

∆

(
d −b

−c a

)
であることがわかる．逆に, Aが

正則ならば

A−1(AB) = (A−1A)B = EB = B
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であって

A−1(AB) = A−1(∆E) = ∆(A−1E) = ∆A−1.

故にB = ∆A−1である．ここでもし∆ = 0ならば，B = 0となり，B =

(
d −b

−c a

)
であるか

ら，A = 0となる．故にE = AA−1 = 0A−1 = 0となるが，これは不可能である．故に∆ 6= 0

である．

従って, 例えばE2=

(
1 0

0 1

)
は正則であるが，行列

(
1 2

1 2

)
は正則でない．行列

Aθ=

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)

は必ず正則であって，A−1
θ = A−θである．

n = 2の場合でさえも，行列Aの正則性をその定義に従って確かめることは, 苦労が多い割

に得る所が少ないと思われる．実際，上の例 2.2に述べた同値性を定義に従って確かめようと

すれば，下記のようになる．行列 A =

(
a b

c d

)
が正則のときは，A−1 =

(
x y

z w

)
とおくと，

AA−1 = Eであるから
(

a b

c d

)(
x y

z w

)
=

(
ax + bz ay + bw

cx + dz cy + dw

)
=

(
1 0

0 1

)

という 4つの等式が得られる．そこで ad = bcであると仮定して，これらの等式を変形してい

くと，かなり見通しの良くない計算をして，やっと 1 = 0が導かれ，従って∆ = ad− bc 6= 0で

あることがわかる，というのが証明の概要である．この方法は n ≥ 3の場合にはやる気がしな

いし，n = 2の場合でもそもそも何をしているのかが見えない．それと比べると, 行列Bを用

い例 2.2の証明中で述べた議論は，理解するのに幾らかの訓練が必要であるとはいえ，一般的

かつ強力な理論の存在を示唆するものである．実際，そのような理論を学ぶことなしには，サ

イズの大きい行列の解析に立ち向かうことは，ほぼ不可能である．このテキストでは，これか

らそのような理論造りを実行しようとしていると考えても，さほど的外れではないし，数学を

学ぶとはそのような営みを指すのであろう．

さてまず初めに次を示そう．

補題 2.3. A, B, Qは n次正方行列とする．

(1) 単位行列Eは正則であって，E−1 = Eである．

(2) Aが正則なら，A−1も正則であって，(A−1)−1 = Aである.

13



(3) A, Bが正則ならば，積ABも正則であって，(AB)−1 = B−1A−1となる（積の順序に注

意すること）．より一般に, 行列A1, A2, · · · , Asが全て正則ならば，積A1A2· · ·Asも正則

であって，等式

(A1A2· · ·As)
−1 = A−1

s · · ·A−1
2 A−1

1

が成立つ.

(4) Qが正則であって積QAも正則なら，行列Aは正則である.

Proof. (1) EE = EE = Eであるから，Eは正則であって，E−1 = Eである.

(2) AA−1 = A−1A = Eであるから，A−1から見れば，Aがその逆行列である．

(3) (B−1A−1)(AB) = B−1A−1AB = B−1EB = B−1B = E，(AB)(B−1A−1) = ABB−1A−1 =

AEA−1 = E である．故に行列ABは正則であって，(AB)−1 = B−1A−1となる．次に s ≥ 3とし，

s−1まで (3)の主張は正しいと仮定する．積A1A2· · ·As−1は正則であって，(A1A2· · ·As−1)
−1 =

A−1
s−1· · ·A−1

2 A−1
1 である．ここで，A1A2· · ·As = (A1A2· · ·As−1)Asであるから, s = 2の場合の結

果によりA1A2· · ·Asは正則であり，等式

(A1A2· · ·As)
−1 = ((A1A2· · ·As−1)As)

−1

= A−1
s (A1A2· · ·As−1)

−1（s = 2の場合の結果）

= A−1
s (A−1

s−1· · ·A−1
2 A−1

1 )（帰納法の仮定）

= A−1
s · · ·A−1

2 A−1
1 （拡張された結合法則）

が成立つ．

(4) Q−1(QA) = (Q−1Q)A = EA = Aであって，(2)と (3)よりQ−1(QA)は正則であるから，

行列Aは正則である．

命題 2.4. 行列Aが正則ならば，Aのどの列ベクトルも決して 0ではない．同様に，行列Aが

正則なら，そのどの行ベクトルも 0ではない．

Proof. 行列Aのある列が 0であったならば

A−1A = A−1


 ∗ 0

...

0

∗

 =


 ∗∗ 0

...

0

∗∗



であるから，積A−1Aの対応する列も 0となるが，これはA−1A = Eに反する．

命題 2.5. Aを正則行列とする.
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(1) (n, `)型の行列Xについて，AX = 0ならばX = 0である.

(2) (n, `)型の行列X，Y について，等式AX = AY が成立つなら，X = Y である．

Proof. (1)は，A−1(AX) = (A−1A)X = EX = Xであることによる. (2)は，A(X − Y ) = 0で

あるから，(1)よりX − Y = 0，即ちX = Y が従う．

命題 2.5を使って，行列A =




1 2 3

2 3 4

1 1 1


 が正則でないことを示そう．0ではない 3次列ベク

トルX =




x

y

z


があって，等式AX = 0が成立つことを示したい．AX =




x + 2y + 3z

2x + 3y + 4z

x + y + z


で

あるから，連立方程式 (∗) 



x + 2y + 3z = 0

2x + 3y + 4z = 0

x + y + z = 0

を解くと，

{
x + 2y + 3z = 0

y + 2z = 0
即ち，解y = −2z, x = zが得られる．故に例えば




x

y

z


 =




1

−2

1




は上の連立方程式 (∗)の非自明な解（




0

0

0


ではない解）の一つであるから，等式

A




1

−2

1


 =




0

0

0




が成立つ．故に行列Aは正則でない．

さて，n ≥ 2とし，α = (α1 α2 · · ·αn−1)，β = (β1 β2 · · · βn−1)を (1, n− 1)型の行列, AとBを

n− 1次正方行列とする．このとき，次のようにして，n次正方行列 Ã を定めることができる．

Ã =




1 α1 α2 · · · αn−1

0
...

0

A




.

この行列を単に Ã =

(
1 α

0 A

)
と書くことにしよう．同様に，n次正方行列 B̃を次のように定

15



める．

B̃ =




1 β1 β2 · · · βn−1

0
...

0

B




=

(
1 β

0 B

)
.

このようにして得られた行列 Ã, B̃について，次の等式

(∗) ÃB̃ =

(
1 α

0 A

) (
1 β

0 B

)
=

(
1 β + αB

0 AB

)

が成立つ．これを行列の分解による積という.

Proof. A = (aij), B = (bij)と表せば

ÃB̃ =




1 α1 α2 · · · αn−1

0 a11 a12 · · · a1 n−1

...
...

...

0 an−1 1 an−2 2 · · · an−1 n−1







1 β1 β2 · · · βn−1

0 b11 b12 · · · b1 n−1

...
...

...

0 bn−1 1 bn−2 2 · · · bn−1 n−1




=




1 β1 +
∑n−1

k=1 αkbk1 · · · βn−1 +
∑n−1

k=1 αkbk n−1

0
∑n−1

k=1 a1kbk1 · · · ∑n−1
k=1 a1kbk n−1

...
...

...

0
∑n−1

k=1 an−1 kbk1 · · · ∑n−1
k=1 an−1 kbk n−1




=

(
1 β + αB

0 AB

)

である．

系 2.6. α, A, Ãは上と同様とすると，行列 Ãが正則であるための必要十分条件は，行列Aが

正則であることである．このとき等式 Ã−1 =

(
1 −αA−1

0 A−1

)
が成立つ.

Proof. Aが正則なら，α + (−αA−1)A = α + (−α)(A−1A) = α + (−α) = 0 であるから
(

1 −αA−1

0 A−1

)(
1 α

0 A

)
=

(
1 0

0 A−1A

)
=

(
1 0

0 En−1

)
= En

となり, 一方で
(

1 α

0 A

)(
1 −αA−1

0 A−1

)
=

(
1 (−αA−1) + αA−1

0 AA−1

)
=

(
1 0

0 En−1

)
= En
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であるから, 行列 Ãは正則であって，Ã−1 =

(
1 −αA−1

0 A−1

)
であることがわかる. 逆に，行列 Ã

が正則なら，n次正方行列X が存在して等式

X

(
1 α

0 A

)
=

(
1 α

0 A

)
X =

(
1 0

0 En−1

)

が成立つ．X

(
1 α

0 A

)
=

(
1 0

0 En−1

)
であるから，行列Xの第一列は列ベクトル




1

0
...

0


に等し

い．行列Xを，n− 1次の正方行列 Y と (1, n− 1)型の行列 γ によって，X =

(
1 γ

0 Y

)
と分解

しよう．すると

XÃ =

(
1 γ

0 Y

)(
1 α

0 A

)
=

(
1 α + γA

0 Y A

)
=

(
1 0

0 En−1

)

でありかつ

ÃX =

(
1 α

0 A

)(
1 γ

0 Y

)
=

(
1 γ + αA

0 AY

)
=

(
1 0

0 En−1

)

であるので，Y A = AY = En−1が得られ，行列Aは正則であることが従う．

例えば，A =




1 2 3

0 1 2

0 1 1


とすると，行列

(
1 2

1 1

)
は正則であり

(
1 2

1 1

)−1

=

(
−1 2

1 −1

)
, −(2 3)

(
−1 2

1 −1

)
= (−1 −1)

である．系 2.6により

A−1 =




1 −1 −1

0 −1 2

0 1 −1




となる．実際

AA−1 =




1 2 3

0 1 2

0 1 1







1 −1 −1

0 −1 2

0 1 −1


 =




1 0 0

0 1 0

0 0 1


 = E.
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また

A−1A =




1 −1 −1

0 −1 2

0 1 −1







1 2 3

0 1 2

0 1 1


 =




1 0 0

0 1 0

0 0 1


 = E

である．

系 2.7. A =




1

1
∗

0
. . .

1


という形をした正方行列は，必ず正則である．

Proof. 行列Aは n次正方行列とする．nについての帰納法を用いる．n = 1ならば，A = (1)

となり，確かにAは正則である．n ≥ 2とし，n − 1次まで系 2.7の主張は正しいと仮定する．

すると行列Aはある n− 1次の正方行列A′と (1, n− 1)型の行列αを用いて

A =




1 α

0
... A′

0




という形に分解されるが，帰納法の仮定によって行列A′は正則であるので，系 2.6より行列A

も正則となる．

2.2 行列の基本変形と正則行列

次の 3つの操作を，行（または，列）に関する行列の基本変形という．

(1) ある行（または，列）を λ倍 (λはスカラーで，λ 6= 0)する.

(2) ある行（または，列）を λ倍 (λはスカラー)して他の行に加える.

(3) 2つの行（または，列）を入れ替える.

ここで，(3)は (1), (2)の組み合わせで得られることに注意しよう. 実際，例えば

i行 a

j行 b
→ a

a + b
→ a− (a + b)

a + b
=

−b

a + b
→ −b

a + b + (−b)
=
−b

a
→ b

a

を見ればよい．この一連の操作は，まず第 i行を第 j行に加え，次に第 j行を−1倍して第 i行

に加え，それから第 i行を第 j行に加え，最後に第 i行を−1倍したのである．このように，行

（あるいは，列）に関する基本変形では，(1), (2)が本質的である．さてここで大切なことは, こ
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のような行 (列)変形が行列A = (aij)に，左（右）から，ある特別な（基本行列と呼ばれてい

る）正則行列をかけることによって，実現されるということである．

Aを (m,n)型の行列とする．まず，0でないスカラー λを取り，m次正方行列 P を

P =

i
∨

i >




1
. . .

1

λ

o

o
1

. . .

1




と置く．このとき行列 PAは

PA =




a11 a12 · · · a1n

...
...

ai−1 1 ai−1 2 · · · ai−1 n

λai1 λai2 · · · λain

ai+1 1 ai+12 · · · ai+1 n

...
...

am1 am2 · · · amn




となる. 一方で, i 6= jとしてm次行列Qを

i
∨

j
∨

i >

j >




1
. . .

1
. . .

λ 1

o

o
. . .

1
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と置いて, 上と同様にQAを求めれば，次のようになる.

QA =




a11 a12 · · · a1n

...
...

aj−1 1 aj−1 2 · · · aj−1 n

λai1 + aj1 λai2 + aj2 · · · λain + ajn

aj+11 aj+12 · · · aj+1 n

...
...

am1 am2 · · · amn




.

列に関する基本変形 (1), (2)は，行列 P, Qを右から行列 Aにかけることによって実現される．

なお，ここで定めた行列 P, Qは必ず正則である．実際, P−1，Q−1としては，それぞれ

P−1 =




1
. . .

1

λ−1

o

o
1

. . .

1




, Q−1 =




1
. . .

1
. . .

−λ 1

o

o
. . .

1




を取ればよいからである．基本変形を引き起こす行列を基本行列と呼ぶ．上に述べたように，

基本行列は正則であってその逆行列も基本行列である.

定理 2.8. n次正方行列Aについて, 次の 2条件は同値である.

(1) Aは正則である.

(2) Aは，行についての基本変形のみで，単位行列Eに変形される.

従って, すべての正則行列は，何個かの基本行列の積に等しい．

Proof. (1) ⇒ (2) Aは正則であるから, 命題 2.4によって，その第 1列は 0でない．行の入れ替え

を行って，行列Aの (1, 1)成分 a11が 0でないようにする．次に，第一行を
1

a11

倍して，a11 = 1

にする．最後に，行列Aの第一行を−ai1 (2 ≤ i ≤ n)倍して第 i行に加え，行列Aの第一列の

成分は，a11 = 1の他はすべて 0であるように変形する．以上の行基本変形に対応する基本行列

の積をQとすると，QA =

(
1 α

0 B

)
となる．ここで，Bは n− 1次の正方行列であって，αは

(1, n− 1)型の行列である．α = (α1α2 · · ·αn−1)としよう．系 2.6により行列Bは正則であるか

ら，今度は行列B = (bij)の第一列が b11 = 1, bi1 = 0 (2 ≤ i ≤ n− 1) となるように，行列Aに
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行基本変形を行う．このとき行列Aの第一列には変化がおきないことに注意しよう．最後に行

列Aの第 2行を−α1倍して第一行に加えることによって，α1 = 0とすることができる．即ち，

ai1 = 0 (i 6= 1), ai2 = 0 (i 6= 2), a11 = a22 = 1である：

A =




1 0

0 1

0 0 *
...

...

0 0




.

以上の操作を繰り返せば，行列Aを行基本変形のみで単位行列Eに変形できる．

(2) ⇒ (1) Aは，行についての基本変形のみで，単位行列Eに変形される．各基本変形に対

応する基本行列を P1, P2, · · · , Psとすれば，(PsPs−1· · ·P1)A = Eであって，この等式の両辺に

左から P−1
1 P−1

2 · · ·P−1
s をかける

(P−1
1 P−1

2 · · ·P−1
s )((PsPs−1· · ·P1)A) = (P−1

1 P−1
2 · · ·P−1

s )E

ことによって等式A = P−1
1 P−1

2 · · ·P−1
s が得られる．即ち行列Aは何個かの基本行列（これらは，

必ず正則である）の積であって，正則である．

これを用いて，正方行列が正則であるかどうかを判定し, 正則である場合には同時にその逆

行列を求める実際的な方法が得られる. たとえば

A =




1 2 3

0 1 1

1 3 5


 , B =




1 2 3

2 3 4

1 1 1




を見るに，(3, 6)型の拡大行列

(A|E) =




1 2 3 1 0 0

0 1 1 0 1 0

1 3 5 0 0 1


 , (B|E) =




1 2 3 1 0 0

2 3 4 0 1 0

1 1 1 0 0 1
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に，行だけの基本変形を施し続けることによって，正則であるかどうかの判定を行うことがで

きる．まず行列Aについて見てみよう．



1 2 3 1 0 0

0 1 1 0 1 0

1 3 5 0 0 1


 −→




1 2 3 1 0 0

0 1 1 0 1 0

0 1 2 −1 0 1




−→




1 2 3 1 0 0

0 1 1 0 1 0

0 0 1 −1 −1 1




−→




1 2 3 1 0 0

0 1 0 1 2 −1

0 0 1 −1 −1 1




−→




1 2 0 4 3 −3

0 1 0 1 2 −1

0 0 1 −1 −1 1




−→




1 0 0 2 −1 −1

0 1 0 1 2 −1

0 0 1 −1 −1 1




となるから, この行列Aは正則であって，逆行列は




2 −1 −1

1 2 −1

−1 −1 1


である．行列Bについて

は結果だけを書くと



1 2 3 1 0 0

2 3 4 0 1 0

1 1 1 0 0 1


 −→




1 0 −1 −3 2 0

0 1 2 2 −1 0

0 0 0 1 −1 1




となる．

n次正方行列Aに対して，上のような (n, 2n)型の拡大行列 (A|E)を作り，これに対して行基

本変形だけを施し，最後の第 n行までこの操作が辿り着いて，左半分の行列が n次単位行列E

になったということは，何個かの基本行列の積であるような n次正則行列Qがあって，等式

Q(A|E) = (QA|Q) = (E|Q)

が成立つことを意味する．従って行列Aは行の基本変形のみで単位行列に変形されるので，定

理 2.8により行列Aは正則であり，その逆行列はQ = A−1で与えられる (例えば,上の行列Aを

見よ)．逆に，もし行列Aが正則ならば，定理 2.8によって，この操作は必ず最後までたどり着
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く筈である．実際，もしも辿り着けないとしたら, それはどこかで

(A|E) −→




1
. . .

1

∗
0 0




となるからである．即ち，何かある正則行列Qに対して等式

QA =




∗
0




が成立つので, 命題 2.4より行列QAは正則ではなく, 従って行列Aは決して正則ではない．

3 連立方程式

3.1 正則行列の特徴付け

次の定理から始めよう．

定理 3.1. A, Bを n次正方行列とする．AB = Eならば，AとBはどちらも正則であって，等

式B = A−1, A = B−1が成立つ．

Proof. 行列Bが正則であることを nについての帰納法で証明しよう．n = 1なら自明である．

n ≥ 2とし n− 1以下まで，定理の主張は正しいと仮定する．

AB =




1

0
...

0

1
. . .

1




であるので，行列Bの第一列は 0でない．故に行変形でBを



1 β

0
...

0

B0
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という形にできる．即ち正則行列Qを取って

QB =




1 β

0
...

0

B0




とすることができるが, このとき (AQ−1)(QB) = Eであり, QBが正則なら補題 2.3より行列B

は正則であるので, 定理の主張を証明するには，AをAQ−1で置き換え，BをQBで置き換え

て，一般性を失うことなく

B =




1 β

0
...

0

B0




と仮定してよいことがわかる．このとき, 行列Aは

A =




1 α

0
...

0

A0




という形をしているので，等式A0B0 = En−1が成立つ．帰納法の仮定により行列B0は正則で

あるから，系 2.6により行列Bは正則である.

この定理から非常に多くの大切な系が導かれる．

系 3.2. Aを n次正方行列とすれば, 次の条件は同値である.

(1) Aは正則である.

(2) 等式XA = Eを満たす n次正方行列Xが存在する.

(3) 等式AY = Eを満たす n次正方行列 Y が存在する.

Proof. (1) ⇒ (2) 行列Aは正則なので，等式AX = XA = Eを満たす n次正方行列Xが存在

するから，等式XA = Eを満たす n次正方行列Xが存在する．

(2) ⇒ (1) 定理 3.1より行列Aは正則である．

(1) ⇔ (3) 同様である．

系 3.3. A,Bを n次正方行列とする．積ABが正則なら，行列AもBも正則である．

24



Proof. ABが正則なので，XをABの逆行列とすれば，等式 (AB)X = X(AB) = Eが成立つ．

即ちA(BX) = (XA)B = Eであるから，系 3.2によってAもBも正則である．

系 3.4. Aを n次正方行列とせよ．次の 3条件は同値である．

(1) Aは正則である.

(2) x ∈ Cnとすると，Ax = 0なら x = 0である.

(3) 任意の y ∈ Cnに対し，等式 y = Axを満たす x ∈ Cn が存在する．

但し，Cnは n次列ベクトル全体よりなる集合を表す．

Proof. (1) ⇒ (2) Aは正則である．等式Ax = 0の両辺に左からA−1をかけると，x = (A−1A)x =

A−1(Ax) = A−10 = 0となる．故に x = 0である．

(2) ⇒ (1) nについての帰納法で確かめよう．n = 1のときは，A = (a11)である．仮定により

a11 6= 0であるので，行列Aは正則である．n ≥ 2とし，n− 1までこの主張は正しいと仮定す

る．行列Aの第一列はAe1に等しく e1 6= 0であるから，仮定により行列Aの第一列は 0でない．

故に，行列Aに，その (1, 1)成分を 1にし，第一列の残りの成分をすべて 0にするよう，行基

本変形を施すことができる．即ち，ある n次正則行列QをとってQA =




1 α

0
...

0

A0




という形にすることを得る．継いで列変形を施し，行列Aの第一行は，(1, 1)成分 a11 = 1を除

く残りの成分がすべて 0になるようにする．即ち

QAP =




1 0 · · · 0

0
...

0

A′
0




(但し，P は正則行列である)．ここで x =




x1

...

xn−1


 ∈ Cn−1を取り，y =




0

x


 =




0

x1

...

xn−1


 と

置いて，上の等式の両辺に右から yをかければ

(QAP )




0

x


 =




1 0 · · · 0

0
...

0

A′
0







0

x


 =




0

A′
0x
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が得られる．故に，もしも A′
0x = 0ならば，




0

A′
0x


 = 0であるから，(QAP )




0

x


 = 0と

なる．行列Qは正則であるから，(AP )




0

x


 = 0．よってA(P




0

x


) = 0であるから，条件

(2)よりP




0

x


 = 0が得られ，行列P は正則なので




0

x


 = 0であることが従う．故に x = 0

である．従って，帰納法の仮定より行列A′
0は正則であり，故に系 2.6より行列QAP は正則で

あって，系 3.3より行列Aも正則である．

(1) ⇒ (3) y ∈ Cnに対し，x = A−1yと置けば，等式 y = Axが成立つ．

(3) ⇒ (1) 各 1 ≤ j ≤ nに対し等式Axj = ejが成立つよう xj ∈ Cnを取り，各ベクトル xjを

第 j列に持つ n次正方行列を [x1, x2, · · · , xn] で表すと

A[x1, x2, · · · , xn] = [e1, e2, · · · , en] = E

となる．故に定理 3.1によって行列Aは正則である．

3.2 連立方程式の解法と行列の階数

Aは (m,n)型の行列とする.

補題 3.5. 行列Aは, まず行基本変形によって，次の形



1 ∗ · · · ∗
1 ∗ · · · ∗

1
. . .

1

∗

0 0
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に変形され, 引き続いて列基本変形を施すことによって，次の形

r








1
. . .

1

0

0 0




=




Er 0

0 0




に変形される．このとき, 最後に現れる非負整数 rは，上に述べたような行と列の基本変形の仕

方にはよらず, 行列Aに対して一意的に定まる．この数を rank Aと表し，行列Aの階数 (rank)

と呼ぶ.

Proof. 行列の階数が，変形に用いた行と列の基本変形の選び方にはよらないことを，背理法で

証明しよう．与えられた行列Aが，行と列についての何回かの基本変形の後に，次の二通りの形


Er 0

0 0


 ,




Es 0

0 0




に変形され，r < sであったと仮定する．

Q1AP1 =




Er 0

0 0


 , Q2AP2 =




Es 0

0 0




となるm次正方行列Q1, Q2と n次正方行列 P1, P2を取る．すると

A = Q−1
1




Er 0

0 0


 P−1

1 = Q−1
2




Es 0

0 0


 P−1

2

であるから

(Q2Q
−1
1 )




Er 0

0 0


 =




Es 0

0 0


 (P−1

2 P1)

を得る．Q = Q2Q
−1
1 , P = P−1

2 P1と置く．故にQはm次正則行列，P は n次正則行列であっ

て等式

Q




Er 0

0 0


 =




Es 0

0 0


 P

27



が成立つ．この等式の両辺をそれぞれ計算すれば
(

Qの始めの r列 0
)

=

(
P の始めの s行

0

)

となる．ここで r < sであるから行列 P は次のような形

P =




P ′
0
...

0

0

∗ ∗




をしていることになる．但し，行列 P ′は P の始めの s個の行と始めの s− 1個の列とが作る行

列を表している．さてそこで，行列 P ′に行と列の基本変形を施して，行列 P ′が
(

Ek 0

0 0

)

という形になるまで変形する．このときここに現れる単位行列Ekの型 kは 0 ≤ k ≤ s− 1であ

るから，正則行列 P は何回かの行と列の基本変形の後にその第 s行が 0になることがわかる．

しかしながら，正則行列の積は正則であるので，正則行列は行や列にどのように基本変形を施

しても正則のままであるから，これは命題 2.4に反する．

命題 3.6. Aをn次正方行列とすれば，Aが正則であるための必要十分条件は，等式 rank A = n

が成立つことである．

Proof. 行列Aが正則なら，Aは行についての基本変形のみで単位行列Enに変形される．故に

rank A = nである．逆に rank A = nなら，行列Aは何回かの行と列の基本変形により単位行

列に変形されるので，n次正則行列 P, Qが存在して等式 PAQ = Enが成立つ．故にAは正則

である．

補題 3.5は連立方程式を解くアルゴリズム（実際的な方法）を述べたものである．連立方程

式 (∗) 



a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0
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は，A =




a11 · · · a1n

...
. . .

...

am1 · · · amn


, x =




x1

...

xn


 と置いて，等式Ax = 0と看做すことができる．さ

て rank A = rとすると，m次正則行列Qと n次正則行列 P を見つけて

QAP =




Er

c11 · · · c1`

...

cr1 · · · cr`

0 0




という形にできる筈である．但し ` = n− rである．するとAx = 0であるから (QAP )(P−1x) =

Q(Ax) = 0. よって連立方程式Ax = 0を解くことと連立方程式 (QAP )(P−1x) = 0を解くこと

は同値である．即ち，連立方程式

(∗∗)




1
. . .

1

cij

0 0







x1

...

xr

y1

...

y`




= 0

を解いて，その解 z ∈ Cnに対し x = Pzと置いたものが，連立方程式 (*)の解に他ならない．

勿論 (∗∗)の解は 



x1 = −(c11y1 + c12y2 + · · ·+ c1`y`)

x2 = −(c21y1 + c22y2 + · · ·+ c2`y`)
...

xr = −(cr1y1 + cr2y2 + · · ·+ cr`y`)

(y1, y2, · · · , y`は任意)であるから，ベクトルを用いて記述すると



x1

...

xr

y1

...

y`




=




−(c11y1 + c12y2 + · · ·+ c1`y`)
...

−(cr1y1 + cr2y2 + · · ·+ cr`y`)

y1

...

y`




= y1




−c11

...

−cr1

e1




+ y2




−c12

...

−cr2

e2




+ · · ·+ y`




−c1`

...

−cr`

e`
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となる．ここで {ej}1≤j≤`は (`, 1)型の単位ベクトルを表す．この等式から, 連立方程式 (∗)には

基本解 {P




−c1j

...

−crj

ej



}1≤j≤`が丁度 `個あり, 残りの解はそれらの一次結合（定義 4.1参照）であ

ることが従う．行列 P は正則であるから，残りの解を基本解の一次結合として表す表現の仕方

は一意的である.

以上の議論を纏めて，次の定理が得られる.

定理 3.7. 連立方程式 



a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0

に対し，A = (aij)と置き rankA = rとすると，この連立方程式は丁度 ` = n− r個の基本解を

持ち，一般解はそれら `個の基本解の一次結合として一意的に表される．この方程式が自明な

解 x1 = x2 = · · · = xn = 0のみを持つための必要十分条件は，n = rである．

系 3.8. 未知数の個数 nが方程式の個数mより大ならば，連立方程式




a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0
...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0

は，必ず非自明な解を持つ.

行列の変形という観点から連立方程式を解いてみよう.



3x1 + x2 + x3 − 3x4 = 0

11x1 + 4x2 + 3x3 − 10x4 = 0

12x1 + 5x2 + 2x3 − 9x4 = 0

を考える．A =




3 1 1 −3

11 4 3 −10

12 5 2 −9


 , x =




x1

x2

x3

x4


とおく．方程式Ax = 0を解くわけである

から，まず行列Aの変形を行う．始めの 2列を入れ替え，行変形を行う．


3 1 1 −3

11 4 3 −10

12 5 2 −9


 →




1 3 1 −3

4 11 3 −10

5 12 2 −9


 →




1 3 1 −3

0 −1 −1 2

0 −3 −3 6


 → B =




1 0 −2 3

0 1 1 −2

0 0 0 0


 .
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方程式Bx = 0を解いて {
x1 − 2x3 + 3x4 = 0

x2 + x3 − 2x4 = 0

従って 



x1 = 2x3 − 3x4

x2 = −x3 + 2x4

x3 = x3

x4 = x4

故に方程式Bx = 0の解は



x1

x2

x3

x4


 = x3




2

−1

1

0


 + x4




−3

2

0

1




（x3, x4は任意）である．この解はそのまま連立方程式方程式Ax = 0の解になっているわけで

はない．連立方程式Ax = 0の正確な解は



x1

x2

x3

x4


 = x3




−1

2

1

0


 + x4




2

−3

0

1




（x3, x4は任意）である．行列Aを変形して行列Bに至る過程で用いられた列基本変形に対応

した行変形（この場合は，未知数 x1と x2の入れ替え）を方程式Bx = 0の解 xに施す必要があ

るからである．

4 ベクトル空間と行列

4.1 部分空間

Cnによって n次列ベクトルの全体よりなる集合を表す．

定義 4.1. x1, x2, · · · , x` ∈ Cnとする. c1x1 + c2x2 + · · · + c`x` (ci ∈ C)という形のベクトルを

x1, x2, · · · , x`の一次結合と呼ぶ．

定義 4.2. x1, x2, · · · , x` ∈ Cnのとき, ベクトル x1, x2, · · · , x` が一次独立であるとは，スカラー

{ci ∈ C}1≤i≤`について，c1x1 + c2x2 + · · · + c`x` = 0ならば必ず c1 = c2 = · · · = c` = 0が成立

つことを言う.
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例えば, n = 3とし，ベクトル

x1 =




1

2

3


 , x2 =




0

1

−1


 , x3 =




0

0

1


 , y1 =




1

2

3


 , y2 =




0

1

−1


 , y3 =




1

3

2




を考える．x1, x2, x3は一次独立であるが, y1, y2, y3は一次独立ではない. 実際, y1, y2, y3につい

て見れば，y1 + y2 + (−1)y3 = 0 だからであり，x1, x2, x3については，c1, c2, c3を未知数とする

連立方程式

c1




1

2

3


 + c2




0

1

−1


 + c3




0

0

1


 =




1 0 0

2 1 0

3 −1 1







c1

c2

c3


 = 0

の解は c1 = c2 = c3 = 0だけだからである．

定理 4.3. n次正方行列Aが正則であるための必要十分条件は, その n個の列ベクトルが一次独

立であることである.

Proof. A = (aij)とする．c1, c2, · · · , cnを未知数とする連立方程式

c1




a11

...

an1


 + c2




a12

...

an2


 + · · ·+ cn




a1n

...

ann


 =




a11 · · · a1n

...
. . .

...

an1 · · · ann







c1

...

cn


 =




0
...

0




が自明でない解を持たないことと，行列 Aの列ベクトルが一次独立であることは同値である．

故に系 3.4より，行列 Aが正則であるための必要十分条件は, その n個の列ベクトルが一次独

立であることが従う．

定義 4.4. W をCnの部分集合とする. 次の 2条件が満たされるとき，W はCnの部分空間であ

るという．

(1) ∅ 6= W ⊆ Cnである．

(2) x, y ∈ W，λ ∈ Cならば，x + y, λx ∈ W である．

従って, W がCnの部分空間なら，任意の xi ∈ W と λi ∈ C (1 ≤ i ≤ `)に対し，
∑`

i=1 λixi =

λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λ`x` ∈ W である. また 0 ∈ W である.

補題 4.5. (1) {0},CnはCnの部分空間である.

(2) Aを (m,n)型の行列とする．連立方程式Ax = 0の解の全体よりなる集合は，Cnの部分空

間である.

(3) xi ∈ Cn (1 ≤ i ≤ `)を取り，W = {∑`
i=1 λixi | λi ∈ C (1 ≤ i ≤ `)}とおく. このとき集合

W はCnの部分空間である.
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以下 (3)の部分空間W を，〈x1, x2, · · · , x`〉，Cx1 +Cx2 + · · ·+Cx`，又は
∑`

i=1Cxi と書く．

任意の 1 ≤ i ≤ `について必ず xi ∈ 〈x1, x2, · · · , x`〉となっていることに注目せよ．

Proof. 部分空間の定義を満たすことを確かめる．(1)は明らかである．

(2) W = {x ∈ Cn | Ax = 0}とおく. 0 ∈ W であるから，W 6= ∅である．x, y ∈ W,λ ∈ C
とせよ．A(x + y) = Ax + Ay = 0 + 0 = 0であるから，x + y ∈ W である．一方で A(λx) =

λ(Ax) = λ0 = 0であるから，λx ∈ W である．以上により，集合W はCnの部分空間である．

(3) xi =
∑`

j=1 δijxj であるから xi ∈ W (1 ≤ i ≤ `)が得られる．故に ∅ 6= W ⊆ Cn

である．x, y ∈ W, λ ∈ Cとせよ. x =
∑`

i=1 λixi y =
∑`

i=1 µixi (λi, µi ∈ C)と書く．す

ると x + y =
∑`

i=1 λixi +
∑`

i=1 µixi =
∑`

i=1(λi + µi)xi であるから，x + y ∈ W である．

λx = λ(
∑`

i=1 λixi) =
∑`

i=1(λλi)xiより，λx ∈ W を得る．故に集合W は Cnの部分空間であ

る.

定理 4.6. Cn内では n + 1個以上のベクトルは，決して一次独立ではない．

Proof. Cn内に ` (` ≥ n + 1)個のベクトル a1, a2, · · · , a` ∈ Cnを取って，aj =




a1j

...

anj


と書く．

n < `であるので，x1, x2, · · · , x`を未知数とする連立方程式




a11 · · · a1`

...
. . .

...

an1 · · · an`







x1

...

x`


 = 0

は，定理 3.7によって必ず非自明な解を持つ．故にベクトル a1, a2, · · · , a` ∈ Cnは一次独立でな

い．

4.2 次元と基底

定理 4.7. W をCnの部分空間としW 6= {0}と仮定する．このとき部分空間W 内に ` (` ≥ 1)

個の一次独立なベクトル {x1, x2, · · · , x`}を取って，等式W = 〈x1, x2, · · · , x`〉が成立つように
できる．このように選んだベクトルの個数 `は，部分空間W に対し一意的に定まり, ベクトル

{x1, x2, · · · , x`}の取り方にはよらない．

定理 4.7の条件を満たすベクトル {x1, x2, · · · , x`}をW の一組の基底という．一組の基底をな

すベクトルの個数 `を部分空間W の次元と呼び dimCW で表す．W = {0}のときは，W は空

集合 ∅を基底に持ち dimCW = 0であると考える．

Proof. まず 0 6= x1 ∈ W を取る．〈x1〉 ⊆ W である．〈x1〉 6= W なら，x2 ∈ W を x2 6∈ 〈x1〉と
取れば，〈x1〉 ( 〈x1, x2〉 ⊆ W となる．もし 〈x1, x2〉 6= W なら，x3 ∈ W を x3 6∈ 〈x1, x2〉と取れ
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ば，〈x1, x2〉 ( 〈x1, x2, x3〉 ⊆ W となる．この作業は無限に継続することはない．なぜならば，

部分空間W 内にベクトル x1, x2, · · · , x`が取れて，各 1 ≤ i ≤ `について xi 6∈ 〈x1, x2, · · · , xi−1〉
が成立つなら，ベクトル x1, x2, · · · , x`は一次独立だからである．実際，ci ∈ C (1 ≤ i ≤ `)に

ついて等式 c1x1 + c2x2 + · · · + c`x` = 0が成立つなら，c` = 0 でなければならない．さもない

と x` = −(
c1

c`

x1 +
c2

c`

x2 + · · · + c`−1

c`

x`−1) ∈ 〈x1, x2, · · · , x`−1〉となるからである．同じ理由で
c`−1 = 0, c`−2 = 0, · · · , c1 = 0が得られる．故に定理 4.6より，n ≥ `となり，上の操作は高々

n回で終了し，一次独立なベクトル x1, x2, · · · , x` ∈ W が得られて等式W = 〈x1, x2, · · · , x`〉 が
成立つ．

次にベクトルの個数 `の一意性を示そう．W = 〈x1, x2, · · · , x`〉 = 〈y1, y2, · · · , ym〉 とする．但
しベクトル x1, x2, · · · , x`と y1, y2, · · · , ymはW の元であって一次独立と仮定する．さてどのベ

クトル xiも y1, y2, · · · , ymの一次結合であって，どの yiも x1, x2, · · · , x`の一次結合であるから

cij, dij ∈ Cを取って




x1 = c11y1 + c12y2 + · · ·+ c1mym

x2 = c21y1 + c22y2 + · · ·+ c2mym

...

x` = c`1y1 + c`2y2 + · · ·+ c`mym





y1 = d11x1 + d12x2 + · · ·+ d1`x`

y2 = d21x1 + d22x2 + · · ·+ d2`x`

...

ym = dm1x1 + dl2x2 + · · ·+ dm`x`

と表わすことができる．故に各 1 ≤ i ≤ `に対し

xi =
m∑

j=1

cijyj =
m∑

j=1

cij(
∑̀

k=1

djkxk) =
∑̀

k=1

(
m∑

j=1

cijdjk)xk

となる．xi =
∑`

k=1 δikxk であるから，
∑`

k=1(
∑m

j=1 cijdjk − δik)xk = 0である．ベクトル {x1,

x2, · · · , x`}は一次独立であるから，このことは各 i, kについて等式
∑m

j=1 cijdjk = δikが成立つ

ことを示し，行列の積に関する等式 (cij)(dij) = E`が得られる．xiと yiの役割を交代すれば，

同様にして行列の積に関する等式 (dij)(cij) = Emが従う．そこで x ∈ C`を取り (dij)x = 0と仮

定すれば，x = E`x = ((cij)(dij))x = (cij)((dij)x) = (cij)0 = 0となる．このことは (m, `)型の

行列 (dij)の `個のm次列ベクトルが一次独立であることを意味し，したがって定理 4.6によっ

て評価 ` ≤ mが得られる．行列 (cij)と行列 (dij)の役割を交代させれば評価m ≤ `が得られる

ので，等式 ` = mが従う．

部分空間の定義を満たすことを確認すればよいだけであるから，次の命題の証明は省略する．

命題 4.8. W1,W2を Cnの部分空間とする. このとき集合W1 ∩ W2とW1 + W2 = {x1 + x2 |
x1 ∈ W1, x2 ∈ W2}はどちらもCnの部分空間である.
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5 行列式

5.1 行列式

A = (aij)は n (n ≥ 2)次正方行列とする．各 1 ≤ i, j ≤ nに対し，行列Aの i行と j列を取

り除いて得られる n− 1次の正方行列をA〈i,j〉と書く.

A〈i,j〉 =




a11 · · · a1j−1 a1j+1 · · · a1n

...
...

...
...

ai−1 1 · · · ai−1 j−1 ai−1 j+1 · · · ai−1 n

ai+11 · · · ai+1 j−1 ai+1 j+1 · · · ai+1 n

...
...

...
...

an1 · · · an j−1 an j+1 · · · ann




.

行列Aの行列式 (det Aあるいは |A|で表す)は，次のように帰納的に定義される.

n = 1なら |A| = a11, n = 2なら |A| = a11a22 − a21a12と定め，n ≥ 3ならば

|A| =
n∑

j=1

(−1)j+1a1j|A〈1,j〉|.

例えばA =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


とすると，|A| = a11a22a33 + a13a21a32 + a12a23a31 − a11a23a32 −

a12a21a33 − a13a22a31 となる．

補題 5.1. 行列式 |A|は，行列Aに対してスカラーを対応させる関数であって，行列の列変形

に対応する次の性質を持つ．

(1) 各列について線型である（多重線形性）．即ち次の等式が成立つ．

�

∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · b1j + c1j · · · a1n

...
...

...

an1 · · · bnj + cnj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · b1j · · · a1n

...
...

...

an1 · · · bnj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · c1j · · · a1n

...
...

...

an1 · · · cnj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣

�

∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · ca1j · · · a1n

...
...

...

an1 · · · canj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣
= c

∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1j · · · a1n

...
...

...

an1 · · · anj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣
但し cはスカラーである．

(2) 行列Aの異なる二つの列が等しいなら行列式の値は 0である．異なる二つの列の入れ替えを

１回行うと符号が変わる．∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1j · · · a1j · · · a1n

...
...

...
...

an1 · · · anj · · · anj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣
= 0
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∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1j · · · a1k · · · a1n

...
...

...
...

an1 · · · anj · · · ank · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1k · · · a1j · · · a1n

...
...

...
...

an1 · · · ank · · · anj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣
(j 6= k)

(3) ある列を何倍かして他の列に加えても行列式の値は変わらない．
∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1j · · · a1k · · · a1n

...
...

...
...

an1 · · · anj · · · ank · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1j · · · a1k + ca1j · · · a1n

...
...

...
...

an1 · · · anj · · · ank + canj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣
(j 6= k)

但し cはスカラーである．

(4) |E| = 1

Proof. nに関する帰納法を用いて確かめる．(1)

� A =




a11 · · · b1i + c1i · · · a1n

...
...

...

an1 · · · bni + cni · · · ann


, B =




a11 · · · b1i · · · a1n

...
...

...

an1 · · · bni · · · ann


,

　　C =




a11 · · · c1i · · · a1n

...
...

...

an1 · · · cni · · · ann


とおく．n = 1のとき自明に正しいので，n ≥ 2で
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n− 1まで正しいと仮定する．

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1k · · · b1j + c1j · · · a1n

　
...

...
...

...

an1 · · · ank · · · bnj + cnj · · · ann　

∣∣∣∣∣∣∣

=
∑

k 6=j

(−1)k+1a1k

∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2,k−1 a2,k+1 · · · b2j + c2j · · · a2n

...
...

...
...

...

an1 · · · an,k−1 an,k+1 · · · bnj + cnj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣

+ (−1)j+1(b1j + c1j)

∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2,j−1 a2,j+1 · · · a2n

...
...

...
...

...

an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣
(定義より)

=
∑

k 6=j

(−1)k+1a1k(

∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2,k−1 a2,k+1 · · · b2j · · · a2n

...
...

...
...

...

an1 · · · an,k−1 an,k+1 · · · bnj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2,k−1 a2,k+1 · · · c2j · · · a2n

...
...

...
...

...

an1 · · · an,k−1 an,k+1 · · · cnj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣
)

　 + (−1)j+1(b1j + c1j)

∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2,j−1 a2,j+1 · · · a2n

...
...

...
...

...

an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣
　　　　 (帰納法の仮定より）　

= (
∑

k 6=j

(−1)k+1a1k

∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2,k−1 a2,k+1 · · · b2j · · · a2n

...
...

...
...

...

an1 · · · an,k−1 an,k+1 · · · bnj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣

+ (−1)j+1b1j

∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2,j−1 a2,j+1 · · · a2n

...
...

...
...

...

an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣
)

+ (
∑

k 6=j

(−1)k+1a1k

∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2,k−1 a2,k+1 · · · c2j · · · a2n

...
...

...
...

...

an1 · · · an,k−1 an,k+1 · · · cnj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣

+ (−1)j+1c1j

∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2,j−1 a2,j+1 · · · a2n

...
...

...
...

...

an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣
)

= |B|+ |C|　 (定義より）．
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� A =




a11 · · · ca1j · · · a1n

...
...

...

an1 · · · canj · · · ann


, B =




a11 · · · a1j · · · a1n

...
...

...

an1 · · · anj · · · ann


 とおく．n = 1の

とき自明に正しいので，n ≥ 2で n− 1まで正しいと仮定する．

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1k · · · ca1j · · · a1n

　
...

...
...

...

an1 · · · ank · · · canj · · · ann　

∣∣∣∣∣∣∣

=
∑

k 6=j

(−1)k+1a1k

∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2,k−1 a2,k+1 · · · ca2j · · · a2n

...
...

...
...

...

an1 · · · an,k−1 an,k+1 · · · canj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣

+ (−1)j+1ca1j

∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2,j−1 a2,j+1 · · · a2n

...
...

...
...

...

an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣
(定義より)

=
∑

k 6=j

(−1)k+1ca1k

∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2k−1 a2k+1 · · · a2j · · · a2n

...
...

...
...

...

an1 · · · ank−1 ank+1 · · · anj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣

+ (−1)j+1ca1j

∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2,j−1 a2,j+1 · · · a2n

...
...

...
...

...

an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣
(帰納法の仮定より）　

= c(
∑

k 6=j

(−1)k+1a1k

∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2k−1 a2k+1 · · · a2j · · · a2n

...
...

...
...

...

an1 · · · ank−1 ank+1 · · · anj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣

+ (−1)j+1a1j

∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2,j−1 a2,j+1 · · · a2n

...
...

...
...

...

an1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣
)

= c|B|　 (定義より）．

(2) n = 2なら主張は明らかに正しい．n ≥ 3とし n − 1以下で (2)の主張が正しいと仮定す
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る．行列Aはその第 i列と第 j列 (i < j)列が等しいと仮定する．

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1i · · · a1j · · · a1n

　
...

...
...

...

an1 · · · ani · · · anj · · · ann　

∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)i+1a1i

∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2,i−1 a2,i+1 · · · a2j · · · a2n

...
...

...
...

...

an1 · · · an,i−1 an,i+1 · · · anj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣

+ (−1)j+1a1j

∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2i · · · a2,j−1 a2,j+1 · · · a2n

...
...

...
...

...

an1 · · · ani · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣
（帰納法の仮定より）

= a1i((−1)(i+1)+(j−i−1)

∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2,i−1 a2j a2,i+1 · · · a2,j−1 a2,j+1 · · · a2n

...
...

...
...

...
...

...

an1 · · · an,i−1 anj an,i+1 · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣

+ (−1)j+1

∣∣∣∣∣∣∣

a21 · · · a2i · · · a2,j−1 a2,j+1 · · · a2n

...
...

...
...

...

an1 · · · ani · · · an,j−1 an,j+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣
)　

= 0（第 j列を第 i列の場所に移動させるため，列の入れ替えを j − i− 1回行っている）

　後半の主張は多重線型性を用いて前半の主張から導かれる．1 ≤ i < j ≤ nとし行列A

に対しその第 i列と第 j列をどちらも第 iと第 jの和で置き換えた行列をBとする．即ち

B =




a11 · · · a1i + a1j · · · a1i + a1j · · · a1n

...
...

...
...

an1 · · · ani + anj · · · ani + anj · · · ann




であるから，勿論 |B| = 0である．一方で行列式の多重線型性より

|B| =

∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1i · · · a1j · · · a1n

...
...

...
...

an1 · · · ani · · · anj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1j · · · a1i · · · a1n

...
...

...
...

an1 · · · anj · · · ani · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1i · · · a1i · · · a1n

...
...

...
...

an1 · · · ani · · · ani · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1j · · · a1j · · · a1n

...
...

...
...

an1 · · · anj · · · anj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1i · · · a1j · · · a1n

...
...

...
...

an1 · · · ani · · · anj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1j · · · a1i · · · a1n

...
...

...
...

an1 · · · anj · · · ani · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣
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であるから等式
∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1j · · · a1i · · · a1n

...
...

...
...

an1 · · · anj · · · ani · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1i · · · a1j · · · a1n

...
...

...
...

an1 · · · ani · · · anj · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣

を得る．

(4) n = 1なら自明である．n ≥ 2で n− 1まで正しいと仮定すると

|En| =
n∑

k=1

(−1)k+1δ1k|E〈1,k〉|

= |En−1|
= 1

となる．

補題 5.1は，与えられた行列に列基本変形を施したとき，行列式の値がどのように変化する

かを記述したものである．即ち，第 i列と第 j列を入れ替える基本行列をPn(i, j)，第 i列を c倍

する基本行列をQn(i; c) (c 6= 0)，第 i列を c倍して j列に加える基本行列をRn(i, j; c) (i 6= j)と

すれば，等式 |APn(i, j)| = −|A|，|AQn(i; c)| = c|A|，|ARn(i, j; c)| = |A| が成立する．A = E

と置くことにより |Pn(i, j)| = −1，|Qn(i; c)| = c (6= 0)，|Rn(i, j; c)| = 1 が得られる．以上によ

り，P が基本行列なら |P | 6= 0であって等式 |AP | = |A||P |が成立つことがわかる．従って次の
系が正しい．

系 5.2. 任意の n次正方行列Aと n次基本行列 P1, P2, · · · , Psに対し等式

|AP1P2· · ·Ps| = |A||P1||P2|· · ·|Ps|

が成立つ．故に |A| = 0であるための必要十分条件は |AP1P2· · ·Ps| = 0である．

一般に (m, n)型行列X = (xij)に対し，その (i, j)成分が xjiであるような (n,m)型行列を
tXと書き，行列Aの転置行列と呼ぶ．

t(tX) = X, t(XY ) = tY tX, tE = E

である．故に正方行列Aが正則ならその転置 tAも正則であり，逆も正しい．P が基本行列な

ら等式 |tP | = |P |が成立つ．
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定理 5.3 (行列式の乗法性). A,Bは n次正方行列とする．次が正しい．

(1) 行列Aが正則であるための必要十分条件は |A| 6= 0である．

(2) |AB| = |A||B|.

(3) |tA| = |A|.

故に補題 5.1はすべての主張を「行」に置き換えてもそのまま成立つ．従って

|A| =
n∑

i=1

(−1)i+1ai1|A〈i,1〉|

である．

Proof. (1) Aが正則なら，定理 2.8によってAは何個かの基本行列の積である．P1, P2, · · · , Ps

を基本行列としA = P1P2 · · ·Psとすれば，系 5.2より等式 |A| = |P1||P2| · · · |Ps|が成立つ．す
べての iに対し |Pi| 6= 0であるので，|A| 6= 0である．行列Aが正則でないならば，系 3.4より

Aの n個の列は一次独立ではない．故に列に関する基本変形の後に行列Aの第一列は 0となる．

即ち何個かの基本行列P1, P2, · · · , Psを取って積B = A(P1P2 · · ·Ps)を作ると，その第一列は 0

となる．補題 5.1(1)より |B| = 0であるから，系 5.2より |A| = 0を得る．

(2)行列Bが正則でないならば，定理 3.1よりABも正則ではないので，(1)より等式 |A||B| =
0 = |AB|を得る．Bは正則であると仮定しよう．Bは何個かの基本行列の積である．基本行

列 P1, P2, · · · , Psを取ってB = P1P2· · ·Psと表すと，系 5.2により等式 |AB| = |AP1P2· · ·Ps| =
|A||P1||P2|· · ·|Ps| = |A||P1P2· · ·Ps| = |A||B| が得られる．

(3) Aが正則でないならば tAも正則でないので，|A| = 0 = |tA| である．行列Aが正則なら，

Aを基本行列の積 A = P1P2· · ·Psと表わすと，tA = tPs
tPs−1· · ·tP1，|tPi| = |Pi|であるので，

(2)より等式 |tA| = |tPs
tPs−1· · ·tP1| = |tPs||tPs−1|· · ·|tP1| = |Ps||Ps−1|· · ·|P1| = |P1||P2|· · ·|Ps| =

|P1P2· · ·Ps| = |A| が従う．

定理 5.4. A = (aij)を n次正方行列とすれば，等式

|A| =
∑
σ∈Sn

ε(σ)aσ(1)1aσ(2)2 · · · aσ(n)n

=
∑
σ∈Sn

ε(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)

が成立つ．ここで Snは n次対称群であって ε(σ)は置換 σの符号を表す．
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Proof. 行列 A = (aij)の第 j 列 aj を単位ベクトル ei (1 ≤ i ≤ n)の一次結合として表せば

aj =
∑n

i=1 aijei となる．n 個の n 次ベクトル b1, b2, · · · , bn を並べてできる n 次正方行列を

[b1, b2, · · · , bn]で表すことにすれば，A = [a1, a2, · · · , an]となる．aj =
∑n

i=1 aijeiであるから，

行列式の多重線型性を繰り返し用いることによって，等式 (*)

|A| =
∑

i1,i2,··· ,in
ai11ai22· · ·ainn|[ei1 , ei2 , · · · , ein ]|

が得られる．ここで添え字 i1, i2, · · · , inは独立に 1から nまで動くのである．一方で行列式の

性質 5.1(2)より，異なる二つの列が等しい行列の行列式は 0であるから，上の等式 (∗)の右辺
で添え字 i1, i2, · · · , inは 1から nをすべて走る必要はなく，1, 2, · · · , nの並べ替えだけを動けば

よい．i1, i2, · · · , inが 1, 2, · · · , nの順列であるとき，ei1 , ei2 , · · · , einは e1, e2, · · · , enの並べ替え

であり，補題 5.1(4)により単位行列E = [e1, e2, · · · , en]の行列式の値は１であるから，行列式

|[ei1 , ei2 , · · · , ein ]|の値は 1, 2, · · · , nを並べ替えて i1, i2, · · · , inにする際に何個互換が必要かとい

う個数，即ち置換 σ =

(
1 2 · · · n

i1 i2 · · · in

)
の符号に等しい．故に等式

|A| =
∑
σ∈Sn

ε(σ)aσ(1)1aσ(2)2 · · · aσ(n)n

=
∑
σ∈Sn

ε(σ−1)aσ−1(1)1aσ−1(2)2 · · · aσ−1(n)n

=
∑
σ∈Sn

ε(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)

が従う．

5.2 余因子行列

定義 5.5. Aは n (n ≥ 2)次正方行列とせよ．各 1 ≤ i, j ≤ nに対し，∆ij = (−1)i+j|A〈j,i〉| と置
き, n次正方行列 Ãを Ã = (∆ij)によって定める．ÃをAの余因子行列と呼ぶ．

定理 5.6. ∆ = |A|とすれば等式 ÃA = AÃ = ∆Eが成立つ.

即ち, 任意の 1 ≤ i, k ≤ nに対し，
n∑

j=1

aij∆jk = δik∆,
n∑

j=1

∆ijajk = δik∆であって，等式

∆ =
∑n

j=1(−1)i+jaij|A〈i,j〉| =
∑n

j=1(−1)i+jaji|A〈j,i〉| が成立つ．
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Proof.

α :=
n∑

j=1

aij∆jk =
n∑

j=1

aij·(−1)j+k|A〈k,j〉|

= (−1)k−1

(
n∑

j=1

(−1)j+1aij|A〈k,j〉|
)

であり一方で定義により

n∑
j=1

(−1)j+1aij|A〈k,j〉| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ai1 ai2 · · · ain

a11 a12 · · · a1n

...
...

ak−1 1 ak−1 2 · · · ak−1 n

ak+11 ak+12 · · · ak+1 n

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

である. i 6= kのときは，異なる二つの行が等しいので，行列式の性質 5.1を行に適用すれば，最

後の行列式が 0になることがわかる．よってα = (−1)k−10 = 0である．i = kのときは，この行

列式は行を i−1回入れ替えることによって∆に等しくなる．従ってこの行列式の値は (−1)i−1∆

である．故に等式 α = (−1)i−1[(−1)i−1∆] = ∆が得られる．同様に

β :=
n∑

j=1

∆ijajk =
n∑

j=1

(−1)i+j|A〈j,i〉|ajk

= (−1)i−1

(
n∑

j=1

(−1)j+1ajk|A〈j,i〉|
)

であり一方で

n∑
j=1

(−1)j+1ajk|A〈j,i〉| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1k a11 · · · a1 i−1 a1 i+1 · · · a1n

a2k a21 · · · a2 i−1 a2 i+1 · · · a2n

...
...

ank an1 · · · an i−1 an i+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

である. i 6= kのときは上に述べた理由によって（但し今度は列を考える）最後の行列式の値は

0になり，β = 0を得る．i = kのときも同様に行列式は (−1)i−1∆となり，等式 β = ∆が得ら

れる．

系 5.7. Aが正則ならばA−1 =
1

∆
Ãである.
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Proof. (
1

∆
Ã)A = A(

1

∆
Ã) = Eによる．

試しにA =




1 −2 1

3 1 1

1 −1 2


として，A−1を計算してみよう．|A| =

∣∣∣∣∣∣∣

1 −2 1

3 1 1

1 −1 2

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

7 0 3

3 1 1

4 0 3

∣∣∣∣∣∣∣
=

21+0+0−12−0−0 = 9である．また∆11 = (−1)2|A〈1,1〉| = 3, ∆12 = (−1)3|A〈2,1〉| = 3, ∆13 =

(−1)4|A〈3,1〉| = −3, ∆21 = (−1)3|A〈1,2〉| = −5, ∆22 = (−1)4|A〈2,2〉| = 1, ∆23 = (−1)5|A〈3,2〉| =

2, ∆31 = (−1)4|A〈1,3〉| = −4, ∆32 = (−1)5|A〈2,3〉| = −1, ∆33 = (−1)6|A〈3,3〉| = 7 となる．故に

A−1 =
1

9




3 3 −3

−5 1 2

−4 −1 7


である．実際

1

9




3 3 −3

−5 1 2

−4 −1 7







1 −2 1

3 1 1

1 −1 2


 =

1

9




9 0 0

0 9 0

0 0 9


 = E

となる．拡大行列 (A|E)を用いる方法と比べると効率は良くないが，理論的な整合性は非常に

美しい．

系 5.8 (クラーメルの定理). Aが正則なら連立方程式Ax = aは唯一の解 x = (
1

∆
Ã)aを持つ.

A =

(
a b

c d

)
，x =

(
x1

x2

)
, a =

(
a1

a2

)
とせよ．∆ = ad − bcである．∆ 6= 0ならAは正則

であって，Ã =

(
∆11 ∆12

∆21 ∆22

)
=

(
(−1)2|A〈1,1〉| (−1)3|A〈2,1〉|
(−1)3|A〈1,2〉| (−1)4|A〈2,2〉|

)
=

(
d −b

−c a

)
となる. 故に

Ax = aの解は x =
1

ad− bc

(
d −b

−c a

)(
a1

a2

)
である．

6 線型写像

6.1 線型写像と行列

定義 6.1. 写像 f : Cn → Cmが線型であるとは, 任意の x, y ∈ Cnと λ ∈ Cに対し等式

(1) f(x + y) = f(x) + f(y)

(2) f(λx) = λf(x)

が成立つことをいう．
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Aを (m,n)行列とし写像 f : Cn → Cmを f(x) = Ax (x ∈ Cn)と定めれば，f は線型である．

逆も正しい．即ち

定理 6.2. 写像 f : Cn → Cmが線型ならば, 任意の x ∈ Cnに対して f(x) = Axを満たすような

(m,n)型の行列Aが一意的に定まる．この行列を f の表現行列という．

Proof. {ej}1≤j≤nを n次単位ベクトル，aj = f(ej)とし，A = [a1, a2, · · · , an]と置く．すると任

意の x =




x1

...

xn


 ∈ Cnに対し x =

∑n
j=1 xjejであるから，等式

f(x) = f(
n∑

j=1

xjej) =
n∑

j=1

xjf(ej) =
n∑

j=1

xjaj = Ax

が成立つ．(m,n)型の行列Bがあってすべての x ∈ Cnに対して等式 f(x) = Bxが成立つなら，

特にAej = f(ej) = Bejであるから，行列AとBは対応するすべての列が等しい．故にA = B

である．

線型写像 f : Cn → Cmをとり，その表現行列をAとする．

Ker f = {x ∈ Cn | f(x) = 0}, Imf = {f(x) | x ∈ Cn}

と置き，それぞれ f の核，f の像と呼ぶ．Ker f = {x ∈ Cn | Ax = 0}であるから，Ker f は連

立方程式Ax = 0の解空間に他ならない．また，行列Aの列ベクトルを a1, a2, · · · , anとすれば，

f(




c1

...

cn


) = A




c1

...

cn


 = c1a1 + c2a2 + · · ·+ cnan であるから，等式 Imf = 〈a1, · · · , an〉が得ら

れる．故にKer f はCnの部分空間であり，Imf はCmの部分空間である．

補題 6.3. f : Cn → Cmは線型写像としAをその表現行列とする．このとき f が単射であるた

めの必要十分条件は，Ker f = {0}，すなわち連立方程式Ax = 0が自明な解しか持たないこと

である．

Proof. x, y ∈ Cnとすれば，f(x−y) = A(x−y) = Ax−Ay = f(x)−f(y), f(0) = A0 = 0が成立

つ．故に，Ker f = {0}のとき，f(x) = f(y)ならば，f(x−y) = 0であるからx−y ∈ Ker f = {0}
となり，x−y = 0即ちx = yを得る．故にfは単射である．逆にfが単射ならば，任意のx ∈ Ker f

について，f(x) = 0 = f(0)であるから，x = 0となり，等式Ker f = {0}が従う．

命題 6.4. g : Cn → Cm, f : Cm → C`は線型写像とする．Aを写像 f の表現行列, Bを写像 g

の表現行列とすれば, 合成写像 fgは線型であってその表現行列はABに等しい.
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Proof. x ∈ Cnとすれば，(fg)(x) = f(g(x)) = f(Bx) = A(Bx) = (AB)xである．故にABは

線型写像 fgの表現行列である．

命題 6.5. f : Cn → Cnは線型写像とする．このとき次の条件は同値である．

(1) f は全単射である．

(2) f は単射である．

(3) f は全射である．

(4) f の表現行列Aは正則である．

Proof. (1) ⇒ (2) 自明である．

(2) ⇔ (4) 系 3.4と補題 6.3による．

(4) ⇔ (3) f が全射であるとは，各 y ∈ Cmに対し，等式 y = f(x) = Axを満たすような

x ∈ Cnが少なくとも一つ存在することである．故に系 3.4により，条件 (3)と (4)は同値である．

(3) ⇒ (1) f が全射なら，行列Aは正則であるので，f は単射である．故に f は全単射であ

る．

6.2 次元公式

定理 6.6 (次元公式). f : Cn → Cmを線型写像としその表現行列をAとすれば，次の等式が成

立つ．

(1) dimC Im f = rank A.

(2) dimCKer f + dimC Im f = n.

Proof. (1) 行列 Aの列ベクトルを a1, a2, · · · , anとする．Im f = 〈a1, a2, · · · , an〉である. s =

dimC Im fと置き，ベクトル a1, a2, · · · , anの中から Im f の基底を選び（この選択は可能である．

定理 4.7の証明を吟味せよ）, これを b1, b2, · · · , bsとすると，〈a1, a2, · · · , an〉 = 〈b1, b2, · · · , bs〉
であるから，行列Aは列に関する基本変形によって次の形


 b1 b2 · · · bs

0
...

0
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に変形される．ベクトル b1, b2, · · · , bsは一次独立であるから，行列B = (b1 b2 · · · bs)を係数と

する連立方程式 Bx = 0 は自明な解しか持たない．故に定理 3.7から等式 rank B = sが従い，

必要な行と列に関する基本変形を追加することにより，行列Aが最終的に次の形
(

Es 0
0 0

)

に変形されることがわかる．故に s = rank Aである．

(2) Ker f は連立方程式 Ax = 0 の解空間である．解空間は ` = n − rank A 個の基本解

{a1, a2, · · · , a`}を持ち等式 Ker f = 〈a1, a2, · · · , a`〉が成立つ．基本解は一次独立であるから，
{a1, a2, · · · , a`}は解空間 Ker f の基底であり，故に等式 dimCKer f + dimC Im f = nが成立

つ．

47


