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第1章 Cohen-Macaulay Type

1.1 準備

以下, (R, m) を a Noetherian local ring とする.

Lemma 1.1.1. M,N∈M(R), I = (0) :
R

M とする. そして f1, · · · , fn∈I を an N -regular sequence とす

ると

Exti
R(M, N) ∼= HomR (M, Nn) where Nn = N/(f1, · · · , fn)N

である.

Proof. n についての induction で示す. n = 1 とする.

0 −−−−→ N
f̂1−−−−→ N −−−−→ N1 −−−−→ 0 exact

であるから

0 → HomR(M, N)
f̂1−→ HomR(M, N) → HomR(M,N1) → Ext1R(M, N)

f̂1−→ · · · exact

を得るが f̂1 = 0 であることから直ちに Ext1R(M, N) ∼= HomR(M, N1) をうる.
n > 1 として n = 1 以下まで正しいとする. gradeN M ≥ n より

0 −−−−→ Exti
R(M, N) −−−−→ Exti

R(M, N1) −−−−→ Exti+1
R (M,N) −−−−→ 0 exact for ∀i.

を見るに Extn−1
R (M, N1) ∼= Extn

R(M, N) を得る. f2, · · · , fn∈I は an N1-regular sequence であるから
induction の仮定を見るに Extn

R(M, N) ∼= Extn−1
R (M, N1) ∼= HomR(M, Nn) となる.

Lemma 1.1.2. M,N∈M(R) として d = dimR M , t = depthR N とすると Exti
R(M,N) = (0) for ∀i <

d− t である.

Proof. Exti
R(0, ∗) = (0), Exti

R(∗, 0) = (0) (∀i)よりM 6= (0), N 6= (0)としてよい. dについての induction
で証明する. d = 0 とする. t = 0 は自明. t = 1 のときは AssR HomR(M, N) = SuppR M ∩ AssR N =
{m}∩AssR N = ∅より HomR(M,N) = (0)である. t > 1として t−1以下で正しいとすれば, f1, · · · , ft∈m

を N -regular sequence とし N = N/f1N とおくと ∀i∈Z について

0 −−−−→ Exti
R(M, N) −−−−→ Exti

R(M, N) −−−−→ Exti+1
R (M, N) −−−−→ 0 exact

であるから induction の仮定より i < t− 1 であれば Exti
R(M, N) = (0). ∴ ∀i < t, Exti

R(M,N) = (0).
d > 0 として d− 1 以下で正しいとする. このとき

M = M0 ⊃ M1 ⊃ · · · ⊃ M` = (0) where Mi/Mi+1
∼= R/Pi for some Pi∈Spec R (0 ≤ i ≤ `− 1)
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をとる. dimR Mi/Mi+1 = dim R/Pi であるから dim R/Q ≤ d となる Q∈Spec R をとり Exti
R(R/Q, N) =

(0) for ∀i < t− d を示せば十分. induction の仮定から dim R/Q = d としてよい. d > 0 より Q ( m.
∴ ∃f∈m\Q.

0 −−−−→ R/Q
f̂−−−−→ R/Q −−−−→ R/(f) + Q −−−−→ 0 exact

より ∃a long exact

· · · → Exti
R(R/(f) + Q,N) → Exti

R(R/Q, N)
f̂−→ Exti

R(R/Q,N) → Exti+1
R (R/(f) + Q,N) → · · · .

そして dim R/(f) + Q = d− 1 であるから仮定により ∀i < t− (d− 1) = t− d + 1 に対して Exti
R(R/(f) +

Q,N) = (0) である. ∴ f̂ : Exti
R(R/Q,N) ∼−→ Exti

R(R/Q,N) for ∀i < t − d. ∴ Exti
R(R/Q, N) = (0) for

∀i < t− d.

Corollary 1.1.3. M∈M(R) をとり t = depthR M , d = dim R/P (P∈Spec R) とすると ∃f1, · · · , ft−d∈P

s,t an M -regular sequence.

Lemma 1.1.4. (S, n) は a Noeth local で, ϕ : R → S は a finite homomorphism of rings とする. そして
M∈M(R) をとり S-module としても有限生成であるとする. このとき次の条件は同値である.

(1) M は a C-M R-module である.
(2) M は a C-M S-module である.

Proof.
√

mS = n であるから Hi
m(M) = Hi

n(M) for ∀i を見よ.

Lemma 1.1.5. R は a C-M local ring として P∈Spec R をとると

dim R/P = dim R̂/Q for ∀Q∈Ass
R̂

R̂Q/PR̂

をみたす.

Proof. ∀Q∈Ass
R̂

R̂/P R̂ をとれば P = Q ∩ R であって, このとき RP → R̂Q は flat local であるから
dim RP + dim R/P = dim R̂Q + dim R̂/Q をうる. よって dim RP = dim R̂Q を示せばよい. これは R̂Q は

a C-M local ring であって dim R̂Q = dim RP + dim R̂Q/PR̂Q, QR̂Q∈Ass
R̂Q

R̂Q/PR̂Q であることから明

らかである.

Lemma 1.1.6. A; a commutative ring, (0) 6= M∈A−mod とする. 次は同値である.

(1) EA(M) は indecomposable.
(2) (0) は直既約.
(3) (0) 6= ∀X ⊆ M は essential.
(4) EA(X) ∼= EA(M) for (0) 6= ∀X ⊆ M .
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Proof. (1) ⇐⇒ (2) ⇐⇒ (3)⇒(4) は明らか.

0 0

0 - X
? i - M

?

ª

EA(X)

f

?
¾
∃h

EA(M)

g

?
← 0

とする. 0 6= ∀m∈M をとる. 0 6= g(m)∈EA(M) より x = h(g(m))∈EA(X) とかくと x 6= 0 である.
∴ ∃a∈A, ∃y∈X s,t f(ay) = x. このとき ay = m となる.

Lemma 1.1.7. A; acommutative ring, (0) 6= X∈A−mod s,t (0) = X1 ∩ · · · ∩Xn (n > 0) 無駄のない分

解


i, e Xi 6⊆

⋂

j 6=i

Xj for ∀i


 であってかつ Xi ⊂ X; irreducible. ⇒ EA(X) = ⊕EA(X/Xi).

Proof.
0 0y

y
0 −−−−→ X

f−−−−→ ⊕X/Xiy
y

EA(X) ⊕EA(X/Xi)

をみて f : X → ⊕X/Xi が essential であれば十分. 0 6= ∀α∈ ⊕X/Xi をとり α = (x1, · · · , xn) とかく. そ
して ` = #{i|xi 6= 0} とおく. ` についての induction で示す. ` = 1 のとき α = (0, · · · , 0, xi, 0, · · · , 0) と
する. ∃yi∈

⋂

j 6=i

Xj\Xi より (0) 6= Ayi ⊂ X/Xi3xi であるから上の Lemma から ∃a∈A s,t 0 6= axi∈Ayi. ∴

axi = byi for some b∈A. ∴ f(byi) = (0, · · · , 0, axi, 0, · · · , 0) = aα.
` > 1として `−1まで正しいとする. ∀i∈{i|xi 6= 0}をとると ∃(yi∈X, a, b∈A) s,t yi∈Xj (∀j 6= i), yi 6∈ Xi,
0 6= axi = byi in X/Xi. よって aα− bf(yi) = (ax1, · · · , 0, · · · , axn) =: ξ とすると ξ 6= 0 である. この ξ に

ついては induction から ∃c∈A s,t 0 6= cξ = f(z) for some z∈X. ∴ (ca)α = f(z)+ (bc)f(yi) = f(z + bcyi).
今 (ca)α 6= 0 であることが確かめられるので f は essential.

Corollary 1.1.8. I ( R; ideal s,t
√

I = m, I = I1 ∩ · · · ∩ I`; Ii は irreducible であって上の分解は無駄の
ないものとすれば ` = dimR/I(0) :

R/I
m である.

Corollary 1.1.9. R を a C-M local ring, r = rR(R) とし x を a maximal R-regular sequence とすれば

I = I1 ∩ · · · ∩ I` for some Iiは an irreducible ideal

とかける.
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Proposition 1.1.10. dim R = 0 とする. 次は同値である.

(1) R は a Gorenstein local ring である.
(2) ∀I ⊆ R ideal について

(i) I = (0) :
R

(
(0) :

R
I
)
.

(ii) `R(I) + `R

(
(0) :

R
I
)

= `R(R).

をみたす.

Proposition 1.1.11. dim R = 1 とする. 次は同値である.

(1) R は a Gorenstein local ring である.
(2) Ra は irreducible for all a∈m, R-nzd.
(3) Ra は irreducible for some a∈m, R-nzd.

(4) `R

(
a :

R
m

Ra

)
= 1.

(5) `R(m−1/R) = 1 where m−1 = {α∈Q(R)|αm ⊆ R}.

Proof. (1) ⇐⇒ (2) ⇐⇒ (3) ⇐⇒ (4) は明らか. x∈m; an R-nzd をとる. ∀r∈x :
R

m をとれば rm ⊆ (x) よ

り r
x∈m−1 である. ∴ ∃x̂−1 : x :

R
m → m−1, r 7→ r

x . ∀α∈m−1 をとり α = b
a とかく. すると α = 1

x
bx
a ,

xα = bx
a ∈ Rとなる. 今 ∀m∈mをとるとm(xα) = (mα)xであって,一方で α∈m−1 であるから (mα)x∈Rx.

∴ x̂−1 は onto. f を x :
R

m → m−1 → m−1/R an R-linear とおくと Ker f = Rx となるから

x :
R

m

Rx
∼= m−1

R
as R−module

をうる. よって (4) ⇐⇒ (5) をうる.

1.2 Cohen-Macaulay type

以下, (R, m) を a Noetherian local ring とする.
M∈M(R) を a C-M R-module としたとき Exti

R(R/m,M) = (0) for ∀i < dimR M = d, Extd
R(R/m,M) 6=

(0) であった.

Definition 1. M を a C-M R-module, d = dimR M とするとき

rR(M) := dimR/m Extd
R(R/m,M)

と定める. これを M の the Cohen-Macaulay type という.

Remark 1.2.1. 次をみたすことが知られている.

(1) M を a C-M R-module, d = dimR M とするとき ∀f = f1, · · · , fd∈m; an M -regular sequence に対し
て rR(M) = dimR/m(0) :

M/fM
m である.
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(2) R が a C-M local ring ならば rR(R) ≤ e(R) となりそして R が a RLR でないならば rR(R) < e(R)
である.

Lemma 1.2.2.

(1) M を a C-M R-module, f ⊆ m を an M -regular sequence とすると rR(M) = rR(M/fM) である.
(2) (R, m), (S, n) を Noetherian local rings, ϕ : R → S を onto として a C-M R-module M は S-module
としても C-M であるとすれば rR(M) = rS(M) である.

(3) M ; a C-M R-module. ⇒ rR(M) = r
R̂
(M̂).

Proof. (1),(3) は自明. f ⊂ m を an M -regular sequence as R-module とすると 0 → M
f̂1−→ M ; R-

exact. ∴ 0 → M
ϕ(f1)−−−→ M ; S-exact. ∴ ϕ(f) は an M -regular sequence. そして R/m ∼= S/n より

rR(M) = dimR/m HomR(R/m,M/fM) = dimS/n HomS(S/n,M/ϕ(f)M) = rS(M).

Lemma 1.2.3. (R, m)
ϕ−→ (S, n); a flat local homomorphism of Noeth local rings とし M を a C-M

R-module, S/mS を a C-M local ring とすると

rS(S ⊗R M) = rR(M) rS(S/mS)

である.
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第2章 The Canonical Module

2.1 The canonical module

しばらくは, (R, m) を a complete Noetherian local ring, d = dim R とする. さらに m-adic completion
を ∗̂, E = ER(R/m) で表すことにする.

Definition 2. ∀M ∈ R−mod, ∀j∈Z に対して

Tj
R(M) := HomR

(
Hd−j

m (M), E
)

とかくことにする.

このとき ∀M∈R−mod, dimR M ≤ d であるから Tj
R = 0 if j < 0 or d < j をうる.

次に ∀exact; 0 → X → Y → Z → 0 に対しては ∃a long exact sequence

· · · −−−−→ Hi
m(X) −−−−→ Hi

m(Y ) −−−−→ Hi
m(Z) ∆−−−−→ Hi+1

m (X) −−−−→ · · ·,

s, t ∆は exactに対して naturalである.

そして HomR(∗, E) は an exact functor であるから ∃a long exact sequence

· · · −−−−→ T i
R(Z) −−−−→ Ti

R(Y ) −−−−→ Ti
R(X) ∆−−−−→ Ti+1

R (Z) −−−−→ · · ·,

s, t ∆は exactに対して naturalである.

又, 一方で {Mα}α∈Λ where Λ 6= ∅; a set, Mα∈R−mod for ∀α∈Λ をとると

Tj
R

(
⊕
α
Mα

)
= HomR

(
Hd−j

m

(
⊕
α
Mα

)
, E

)

∼= HomR

(
⊕
α

Hd−j
m (Mα), E

)

∼=
∏
α

HomR

(
Hd−j

m (Mα), E
)

=
∏
α

T j
R(Mα)

をみたす. よって

Theorem 2.1.1. ∃1X∈R−mod s,t T0
R( ) ∼= HomR( , X) as functors.
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Proof. KR = T 0
R(R) とする. ∀M∈R − mod に対して Hd

m(M) ∼= M ⊗R Hd
m(R) in R − mod であるから

HomR(M, KR) ∼= HomR

(
Hd

m(M), E
)

in R −mod をうる. そして Hd
m(R) は an Artinian R-module であ

るからMatlis duality より ∃1 KR をうる.

Definition 3. R は local duality をみたす. def⇔ HomR

(
Hd−j

m ( ), E
) ∼= Extj

R( , KR) as functors for ∀j∈Z.

Lemma 2.1.2. R は local duality をみたす. ⇒ idR KR = dim R.

Proof. ∀j > d に対して (0) = HomR

(
Hd−j

m (M), E
) ∼= Extj

R(M, KR) for ∀M∈M(R) をみたす. 一方で

Extd
R(R/m,KR) ∼= HomR

(
H0

m(R/m), E
) ∼= R/m 6= (0) である. よって idR KR = dim R をうる.

Theorem 2.1.3. R は a C-M local ring である. ⇔ R は local duality をみたす.

Proof. (⇐) Tj
R(R) = HomR

(
Hd−j

m (R), E
) ∼= Extj

R(R, KR) であるが j > 0 ならば Extj
R(R, KR) = (0).

∴ Hd−j
m (R) = (0) if j 6= 0. ∴ R は a C-M local ring.

(⇒) j ≤ 0 までは正しい. M, M ′∈M(R), M
ϕ−→ M ′ an R-linear をとり

0 −−−−→ L −−−−→ R(I) −−−−→ M −−−−→ 0 exact

∃
y ∃

y ϕ

y
0 −−−−→ L′ −−−−→ R(I′) −−−−→ M ′ −−−−→ 0 exact
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から

Tj−1
R (R(I′))
∼ - Extj−1

R (R(I′),KR)

¡
¡

¡
¡

¡µ

¡
¡

¡
¡

¡µ

Tj−1
R (R(I))
∼ - Extj−1

R (R(I), KR)

Tj−1
R (L′)

? ∼ ∼- Extj−1
R (L′, KR)

?

¡
¡

¡
¡

¡µ

¡
¡

¡
¡

¡µ

Tj−1
R (L)

? ∼ - Extj−1
R (L, KR)

?

Tj
R(M ′)

? ∼ ∼- Extj
R(M ′, KR)

?

¡
¡

¡
¡

¡µ

¡
¡

¡
¡

¡µ

Tj
R(M)

? ∼ - Extj
R(M, KR)

?
0
?

0
?

0
?

0
?

をみればよい.

これからは, R 6= R̂ とする.

Lemma 2.1.4. M,N∈M(R) とする. もし R̂⊗R M ∼= R̂⊗R N ならばM ∼= N である.

Proof. Hom
R̂
(R̂⊗R M, R̂⊗R N) ∼= R̂⊗R HomR(M, N)であるから ξ∈Hom

R̂
(R̂⊗R M, R̂⊗R N), R̂-isomor

に対応する
∑

αi⊗R fi =
∑

αi(1⊗R fi)∈R̂⊗R HomR(M,N) がとれる. h : R → R̂ canon, とおくと αi∈R̂

に対して ∃ai∈R s,t αi = h(ai) + βi for some βi∈m̂, そのとき
∑

αi(1⊗R fi) ≡
∑

ai(1⊗R fi) mod m̂.
∴

∑
ai(1⊗R fi) =

∑
1⊗R aifi = 1⊗R

∑
aifi mod m̂. この 1⊗R

∑
aifi を 1⊗R g とかく. すると

M - M/mM
∼- M̂/m̂M̂

© ©

N

g

?
- N/mN

g

? ∼- N̂/m̂N̂

o 1⊗R g

?
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をみて gは onto. 一方で ξ−1 についても同様にすれば ∃g′ : N → M an R-linear s,t g ·g′ = idN , g′ ·g = idM .
∴ g は同型射である.

Definition 4. KR ∈M(R) とする.

KRは the canonical R−moduleである.
def⇔ Hom

R̂

(
Hd

m̂
( ), ER̂

) ∼= Hom
R̂
( ,KR̂

) as functors.

R = R̂ であれば ∃1 KR であった. そして上の Lemma から次を得る.

Lemma 2.1.5. ∃KR. ⇒ KR は unique である.

Theorem 2.1.6. R は a C-M local ring とする. 次の条件は同値である.

(1) ∃KR
∼= R.

(2) R は a Gorenstein local ring である.

Proof. R = R̂ としてよい.
(2)⇒(1) Hd

m(R) = E である. ∴ KR = HomR

(
Hd

m(R), E
)

= HomR(E, E) ∼= R.
(1)⇒(2) Bass number をみるに

µj(m, R) = µj(m, KR) = dimR/m Extj
R(R/m, KR)

= dimR/m HomR

(
Hd−j

m (R/m, E
)

= δd,j .

よって R は a Gorenstein local ring である.

Theorem 2.1.7. ϕ : R → A a finite homomorphism, S := An′ , n := n′An′ として d = dim R, d − t =
dim S とすると

Hom
R̂

(
Hd−j

m ( ), ER̂

) ∼= Ext
R̂
( , KR̂

) as functors for 0 ≤ ∀j ≤ t

である. とくに ∃KR ならば ∃KS
∼=

[
Extt

R(A, KR)
]
n′ である.

Lemma 2.1.8. R = R̂, S = Ŝ とし, さらに ϕ : R → S は a finite local homomorphism とすると

ES
∼= HomR(S, ER) である.

Proof. ∀M∈S−mod, HomS(M, HomR(S, ER)) ∼= HomR(S⊗R M, ER) = HomR(M, ER) を満たしていた.
従って ∀exact in S −mod; 0 → N → M に対して

HomR(M, ER) - HomR(N, ER) - 0

ª

HomS(M, HomR(S, ER))

owwwwwwwww
- HomS(N, HomR(S, ER))

owwwwwwwww
を見てHomR(S, ER)は S-injectiveである. (0) 6= HomR(S, ER)は an ArtinianであるからHomR(S, ER) ⊆
Eα

S for some α > 0. ∴ AssS HomR(S, ER) = {n}. そして S は a local ring であるから直既約である. よっ
て HomR(S, ER) も直既約である.
従って, これらのことから ES は HomR(S, ER) で与えられる.



2.1. The canonical module 11

Lemma 2.1.9. A は a semi local Noetherian, J = J(A) としM∈M(R) とする.

(1) ÂJ ∼=
⊕

n∈Max A

Ân.

(2) M̂J ∼=
⊕

n∈Max A

M̂n.

但し, M̂n は M の n-adic completion を表す.

Proof. Max A = {n1, · · · , ns} とかく. すると Jm = nm
1 · · · nm

s (m > 0) をみたすので A/Jm ∼= A/nm
1 ⊕

· · · ⊕A/nm
s をうる.

∴
{
A/J`

}
`>0

∼=
{
⊕
i
A/n`

i

}

`>0

as projective systems.

また 1 ≤ ∀i ≤ s について

0 - {
A/n`

i

} -
{
⊕
i
A/n`

i

}
splitting exact in systems

をみて ÂJ ∼=
⊕

n∈Max A

Ân をうる. また, このとき ÂJ

nÂ
∼= Ân for ∀n∈Max A をみたしている.

Proof of theorem. ϕ : R → A は finite であったから A は a semi local であり mA ⊆ √
mA = J(A) =: J

となるので ∃k > 0 s,t Jk ⊆ mA. よって J-adic completion は mA-adic completion と同じであるから
ÂJ ∼= R̂⊗R A をうる. ∴ R̂ → ÂJ → ÂJ

nA = Ŝ は finite local. ∴ EŜ
= Hom

R̂

(
Ŝ,ER̂

)
. よって

KŜ
∼= Hom

Ŝ

(
Hd−t

n̂
(Ŝ),EŜ

) ∼= Hom
Ŝ

(
Hd−t

n̂
(Ŝ), Hom

R̂

(
Ŝ, ER̂

))

∼= Hom
R̂

(
Ŝ ⊗

R̂ Hd−t

n̂
(Ŝ), ER̂

)
= Hom

R̂

(
Hd−t

n̂
(Ŝ), ER̂

)

∼= Hom
R̂

(
Hd−t

m̂
(Ŝ), ER̂

)

∼= Extt
R

(
Ŝ,KR̂

)

となる. 一方で

Ŝ ⊗An

[
Extt

R (A, KR)
]
n

∼= Ŝ ⊗
Â

ÂJ ⊗A Extt
R(A,KR)

∼= Ŝ ⊗
Â

((
R̂⊗R A

)
⊗A Extt

R(A, KR)
)

= Ŝ ⊗A Extt

R̂

(
R̂⊗R A, KR̂

)

= Ŝ ⊗A Extt

R̂

(
ÂJ , KR̂

)
.

ここで ÂJ = ⊕
n∈Max A

Ân より ÂJ31 =
∑

en where en = (0, · · · , 0, 1, 0 · · · , 0) となる. このとき ∀n∈MaxA

に対して Ân31 = en であるから, もし Ŝ 6= Ân′ ならば Ŝ ⊗ Extt

R̂

(
Ân′ , KR̂

)
= (0) となる.

∴ Ŝ ⊗ Extt

R̂

(
ÂJ ,KR̂

)
= Extt

R̂

(
Ân, KR̂

)
= Extt

R̂

(
Ŝ, KR̂

)
.
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Example 2.1.10. R は a Gorenstein local ring であって R → S は finite local とせよ. このとき KS
∼=

Extt
R(S,R) である. ただし t = dim R− dim S とする.

Lemma 2.1.11. (R, m) を a Noeth local, ∃KR とする. そして A = R[X1, · · · , Xn] (n > 0), S = AQ

Q∈Spec A s,t m = Q ∩R とすると ∃KS
∼= S ⊗R KR である.

Proof. R → A は flat なので R → S は flat local である. ここで (R, m) → (S, n) flat local, ∃KR, if
S/mS =a Gorenstein local ring. ⇒ ∃KS

∼= S ⊗KR. を認めると

AQ

mAQ
=

(
A

mA

)

Q

=
((

R

m

)
[X1, · · · , Xn]

)

Q′
for some Q′∈Spec

(
R

m

)
[X1, · · · , Xn]

となり AQ/mAQ は a Gorenstein local ring である.

Lemma 2.1.12. R = R̂ とする.

P∈Spec R s, t dim R/P + dim RP = dim R ⇒ ∃KRP
∼= RP ⊗KR .

Proof. ∃S; c,i s,t R = S/I for some I ⊂ S ideal, dim R = dim S. ここで p = P ∩S とおくと RP
∼= Sp⊗S R

となる. そして dim RP = dim Sp をみたすので

∴ ∃KRP
= HomSp(RP , Sp)

= HomSp(Sp ⊗S R, Sp)

= Sp ⊗S HomS(R, S)

= Sp ⊗S (R⊗R HomR(R,S))

= RP ⊗R KR .

以下 (R, m) を a C-M local ring, dim R = d とする. そして R̂ によって R の m-adic completion,
E = ER(R/m) を表すことにする.

Theorem 2.1.13. C∈M(R) について次は同値である.

(1) C は the canonical R-module である.
(2) ∀i∈Z, µi(P, C) = δi,htR P for all P∈Spec R.
(3) dimR/m Exti

R(R/m, C) = δi,d.

Proof. (1)⇒(3) は Exti
R(R/m, C) ∼= HomR

(
Hd−i

m (R/m), E
)
より明らかである. これから (3)⇒(1) を示

そう. まず, dim
R̂/m̂

Exti

R̂

(
R̂/m̂, R̂⊗R C

)
= dimR/m Exti

R(R/m, C) をみて R = R̂ として良い. 今, 仮定
をみるに depthR C = d であって更に 0 → M → I · をM の the min injective resolution とすれば Ii は

i 6= d であれば E を直和因子に含まない. ここで dimR M = 0 とすると Extd
R(M, C) ∼= HomR(M, E) を

簡単にうる. 又 Exti
R(M,C) = (0) ∀i 6= d も明らか. よって dimR M = 0 ならば正しい.
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Lemma 2.1.14. ∀f = f1, · · · , fd an R-sop に対して

lim←−̀HomR

(
R/(f `), E

) ∼= HomR

(
Hd

f (R), E
)

である.

Proof. ∀` > 0 に対して ε : R/(f `) → Hd
f (R) を canon map とする. ∀(` > m > 0) について

R/(fm)
f `−m

- R/(fm)

@
@

@
@

@
εm

R

ª
ª¡

¡
¡

¡
¡

ε`

Hd
f (R)

であるから
HomR

(
Hd

f (R), E
)

ª¡
¡

¡
¡

¡
ε∗` ª

@
@

@
@

@

ε∗m

R
HomR(R/(f `), E) ¾

f `−m∗ HomR(R/(fm), E)

をうる. よって {ε.∗} : HomR

(
Hd

f (R), E
)
→

{
HomR(R/(f `), E)

}
a map of systems をうる. ここで

X∈R−mod, {α.} : X →
{

HomR(R/(f `), E)
}

a map of systems をあたえると ∀(` > m > 0) について

HomR

(
R/(f `), E

)
- HomR

(
R/(fm), E

)

I@
@

@
@

@
α`

ª
¡

¡
¡

¡
¡

αm

µ

X

であるから

X∗ ¾
∃1ξ

Hd
f (R)

kQQQQQQQQ

α∗`
oS

S
S

S
S

S
S

S
S

S
S

α∗m

ª

´´´´´´´´

ε`

3

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶

εm

7

ª R/(f `) ª

R/(fm)

6

.
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よって

X∗∗ ξ∗ - Hd
f (R)∗

QQQQQQQQ

α∗∗`

s

S
S

S
S

S
S

S
S

S
S

S

α∗∗m

w

ª

+́´´´´´´´

ε∗`

/¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶
¶

¶

ε∗m
ª R/(f `)∗ ª

R/(fm)∗
?

をうる. ここで i : X → X∗∗ canon map とおくと

X
ξ∗ · i - HomR

(
Hd

f (R), E
)

@
@

@
@

@
{α.}

R

ª
ª¡

¡
¡

¡
¡

{ε.∗}
{

HomR(R/(f `), E)
}

.

∴ lim←−̀Extd
R

(
R/(f `), C

) ∼= lim←−̀HomR

(
R/(f `), E

) ∼= HomR

(
Hd

f (R), E
)

= KR.

Lemma 2.1.15. C ∼= lim−→̀Extd
R

(
R/(f `), C

)
.

Proof. C`
i = C/(f `

1 , · · · , f `
i )C とおく. すると

0 −−−−→ C`
i

f̂`
i+1−−−−→ C`

i −−−−→ C`
i+1 −−−−→ 0

f̂1···fi

y ̂f1···fifi+1

y ̂f1···fi+1

y

0 −−−−→ C`+1
i

̂fi+1`+1

−−−−−→ C`
i −−−−→ C`+1

i+1 −−−−→ 0

をみて

0 −→ Extj
R

(
R/(f `), C`

i

)
−−−−→ Extj

R

(
R/(f `), C`

i+1

)
−−−−→ Extj+1

R

(
R/(f `), C`

i

)
−→ 0

f̂1···fi

y ̂f1···fifi+1

y ̂f1···fi+1

y
0 −→ Extj

R

(
R/(f `), C`+1

i

)
−−−−→ Extj

R

(
R/(f `), C`+1

i+1

)
−−−−→ Extj+1

R

(
R/(f `), C`+1

i

)
−→ 0

となる. よって

HomR(R/(f `), f `C) ∼−→ · · · ∼−→ Exti
R(R/(f `), C`

i )
∼−→ · · · ∼−→ Extd

R(R/(f `), C)
↓ f̂ ª ª ↓ ̂f1 · · · fi ª ª ‖

HomR(R/(f `), f `+1C) ∼−→ · · · ∼−→ Exti
R(R/(f `), C`+1

i ) ∼−→ · · · ∼−→ Extd
R(R/(f `), C)
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をとなり, これより下の可換図をうる.

Extd
R(R(f `+1), C)

f̂
- Extd

R(R(f `), C) ==========
∼

HomR(R(f `), f `C)

ª¡
¡

¡
¡

¡
f̂

HomR(R/(f `+1), f `+1C)

owwwwwwwww
f̂
- HomR(R/(f `), f `+1C)

owwwwwwwww
f̂
−1

- HomR(R/(f `), f `+1C)

wwwwwwwww

C/f `+1C

owwwwwwwww
canon

- C/f `C

owwwwwwwww
よって

{
Extd

R

(
R/(f `), C

)}
`>0

∼=
{

C/f `C
}

`>0
as inverse systems を得るので lim−→̀Extd

R

(
R/(f `), C

) ∼=

Ĉ = C.

よって C = KR となり (3)⇒(1) が示せた. (2)⇒(3) は自明であるから (1)⇒(2) だけをいえばよい. そ
れは次の Lemma が述べている.

Lemma 2.1.16. ∃KR. ⇒ ∃KRP
∼= RP ⊗R KR for all P∈Spec R.

Proof. P∈Spec R をとる. そして Q∈Ass
R̂

R̂/P R̂ をとると P = Q ∩ R, dim R̂Q/PR̂Q = 0 であって
dim RP = dim R̂Q =: s をみたす. 又 RP → R̂Q は flat local, KR は MCM, であるから RP ⊗R KR は

MCM RP -module である. そして KR̂Q

∼= R̂Q ⊗R̂ KR̂
は the canonical R̂Q-module であるので, これらよ

り ∀i 6= s, (0) = Exti

R̂Q

(
R̂Q/PR̂Q, KR̂Q

) ∼= R̂Q ⊗RP Exti
RP

(RP /PRP , RP ⊗R KR).

∴ dimRP /PRP
Exti

RP
(RP /PRP , RP ⊗R KR) = 0.

一方, 1 = r
R̂Q

(
KR̂Q

)
= rRP

(RP ⊗R KR) · r
(
R̂Q/PR̂Q

)
をみて rRP

(RP ⊗R KR) = 1 をうる.
(3)⇒(1) により KRP

= RP ⊗R KR をうる.

よって (1),(2),(3) の同値が確かめられた.

Corollary 2.1.17. d > 0, x∈m; an R-regular とせよ. ∃KR. ⇒ ∃KR/xR
∼= KR /x KR.

Corollary 2.1.18. d = 0 ならば KR = E.

Theorem 2.1.19. C∈M(R) であるとき次は同値である.

(1) C は the canonical R-module である.
(2) ∀M ; a MCM R-module について

(a) HomR(M, C) は a MCM R-module である.
(b) Extj

R(M, C) = (0) for ∀j 6= 0.
(c) M ∼=

canon
HomR (HomR(M, C), C).

を全てみたす.
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(3) ∀M ; a C-M R-module, r := dimR M について

(a) Extd−r
R (M, C) は an r-dim C-M R-module である.

(b) Extj
R(M, C) = (0) for ∀j 6= d− r.

(c) M ∼=
canon

Extd−r
R

(
Extd−r

R (M,C), C
)
.

を全てみたす.

Proof.
(1)⇒(2) R = R̂ としてよい. すると (b) については Extj

R(M, C) ∼= HomR

(
Hd−j

m (M), E
)
であることか

ら明らかである. (a) を d についての induction で証明する. d = 0 のときは自明であるから d > 0 とし
て d − 1 まで正しいとせよ. AssR M, AssR C ⊆ Ass R より an R-regular element x∈m は M, C-regular
でもある. さらに AssR HomR(M,C) = SuppR M ∩ AssR C をみて x は HomR(M,C)-regular でもある.

M = M/xM とおくと an exact sequence; 0 → M
x̂−→ M → M → 0 より

0 → HomR

(
M,C

) → HomR(M, C) x̂−→ HomR(M,C) → Ext1R
(
M,C

) → 0 exact.

‖
HomR

(
Hd

m(M), E
)

‖
(0)

∴ Ext1R
(
M, C

) ∼= HomR(M, C)/xHomR(M,C). このとき

Ext1R
(
M, C

) ∼= HomR

(
M, C/xC

) ∼= HomR/xR (M/xM, C/xC) MCM R/xR−module

であるから HomR(M, C)/xHomR(M, C) は a (d − 1)-dim C-M R-module. ∴ HomR(M, C) は a MCM
R-module.
これから (c) を示す. ∀M ; a MCM R-module に対して M∗ := HomR(M,C) とかく. すると

R∗∗ = HomR (HomR(R, C), C) ∼= HomR(C, C) ∼= HomR

(
Hd

m(C), E
) ∼= R

をうるので ∀` > 0,
(
R`

)∗∗ ∼= R` である. よって M, N を MCM R-modules, α : M → N an R-linear を
とり

Rm′ −−−−→ Rm −−−−→ M −−−−→ 0y
y α

y
Rn′ −−−−→ Rn −−−−→ N −−−−→ 0
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をとると

(Rm′
)∗∗ - (Rm)∗∗ - M∗∗ - 0

¡
¡

¡
¡

¡µ

¡
¡

¡
¡

¡µ

¡
¡

¡
¡

¡µ

Rm′ - Rm - M - 0

(Rn′)∗∗
?

- (Rn)∗∗
?

- N∗∗
?

- 0

¡
¡

¡
¡

¡µ

¡
¡

¡
¡

¡µ

¡
¡

¡
¡

¡µ

Rn′
?

- Rn
?

- N
?

- 0

をうる. これを見て M ∼= M∗∗ canon をうる.
(2)⇒(3) M を a C-M R-module とし s = dimR M とおく. まず (b) を s についての induction で証明し
よう. これは ∀i < d− s については Exti

R(M, C) = (0) は既に示してある. よって ∀i > d− s についての

みを示せば十分. もし hdR M < ∞ であれば hdR M + depthR M = depth R より hdR M = d− s をうる

ので明らか. hdR M = ∞ としよう. 今

· · · → Fi → Fi−1 → · · · → F1 → F0 → M → 0 a free resolution of M

をとり, これを 



0 −−−−→ U1 −−−−→ F0 −−−−→ M −−−−→ 0
0 −−−−→ U2 −−−−→ F1 −−−−→ U1 −−−−→ 0

...
0 −−−−→ Ui+1 −−−−→ Fi −−−−→ Ui −−−−→ 0

...

と short exact sequencesに分解する. このとき depth Lemmaにより depthR U1 ≥ s+1, depthR U2 ≥ s+2,
· · · ,depthR Ui = d for ∀i ≥ d− s. ∴ ∀j > d− s, Extj

R(M, C) = Extj−(d−s)
R (Ud−s, C) = (0).

(a) を s についての induction で示す. s = d ならば自明. よって s < d として s + 1 以上で正しいとす
る. ∀i < d− s については Exti

R(M, R) = (0) であるから ∃x1, · · · , xd−s−1∈(0) :
R

M s,t R-regular sequence.

今 exact; F = R` → M → をとると F/(x)F → M → 0 は exact である. N = F/(x)F とおくと N は

(s + 1)-dim C-M R-module である. U = Ker(N → M) とおくと 0 → U → N → M → 0 は exact であっ
て U は (s + 1)-dim C-M R-module である. よって

0 −−−−→ Extd−s−1
R (N, C) −−−−→ Extd−s−1

R (U,C) −−−−→ Extd−s
R (M, C) −−−−→ 0 exact

をうる. induction の仮定より Extd−s−1
R (N, C), Extd−s−1

R (U,C) は (s + 1)-dim C-M R-module である.
local cohomology を見て depthR Extd−s

R (M, C) ≥ s, dimR Extd−s
R (M, C) ≤ s + 1 である.
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もし dimR Extd−s
R (M, C) = s + 1 であれば ∃P∈SuppR Extd−s

R (M, C) s,t dim R/P = s + 1. しかし
dimR M = s より P 6∈ SuppR M であるから RP ⊗R Extd−s

R (M,C) ∼= Extd−s
RP

(MP , CP ) = (0) となり矛盾.
よって Extd−s

R (M,C) は s-dim C-M R-module である.

Lemma 2.1.20.

M1,M2 を s-dim C-M R-modules とし Ii = (0) :
R

Mi (i = 1, 2) とすれば ∃x1, · · · , xd−s∈I1 ∩ I2 s,t an
R-regular sequence.

Proof. d− s についての induction で示す. d− s = 0 ならば自明. d− s = 1 とせよ. Extj
R(M1, R) = (0)

∀j < d− s = 1 より HomR(M1, R) = (0). ∴ V(I1) ∩Ass R = ∅. 同様にして V(I2) ∩AssR = ∅.
∴ I1 ∩ I2 6⊆

⋃

Q∈Ass R

Q. ∴ ∃x1∈I1 ∩ I2 s,t x1 は an R-regular element.

d − s > 1 として d − s − 1 までで正しいとせよ. ∃x∈I1 ∩ I2 s,t an R-regular より M1, M2 は a C-
M R/xR-modules, dimR/xR Mi = s である. ∴ ∃y1, · · · , yd−s−1∈I1 ∩ I2 s,t an R-regular sequence. ∴
x, y1, · · · , yd−s−1∈I1 ∩ I2 は an R-regular sequence をなす.

(c) を s についての induction で示す. M∗ = Extd−s
R (M, C) とかく. s = d ならば自明. よって s < d と

して s + 1 以上で正しいとする. M, N を s-dim C-M R-modules, α : M → N an R-linear map とする. こ
こで上の Lemma に従い x1, · · · , xd−s−1∈

(
(0) :

R
M

)
∩

(
(0) :

R
N

)
を an R-regular sequence になるように

とると
0 −−−−→ U −−−−→ L −−−−→ M −−−−→ 0y

y α

y
0 −−−−→ U ′ −−−−→ L′ −−−−→ N −−−−→ 0

,

where U,L, U ′, L′は (s + 1)− dim C −M R−modules,

をうるのであとは

U∗∗ - L∗∗ - M∗∗ - 0

¡
¡

¡
¡

¡µ

¡
¡

¡
¡

¡µ

¡
¡

¡
¡

¡µ

U - L - M - 0

(U ′)∗∗
?

- (L′)∗∗
?

- N∗∗
?

- 0

¡
¡

¡
¡

¡µ

¡
¡

¡
¡

¡µ

¡
¡

¡
¡

¡µ

U ′
?

- L′
?

- N
?

- 0

をみればよい.
(3)⇒(1) k = R/m とおく. Extj

R(k,C) = (0) ∀j 6= d である. そして Extd
R(k, C) = k` (` > 0) とかくと

k ∼= Extd
R

(
Extd

R(k, C), C
)

= k`2 より ` = 1. ∴ µj(m, C) = δj,d.
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Lemma 2.1.21. (0) 6= C∈M(R) について次は同値である.

(1) C は the canonical R-module である.
(2) C は a MCM R-module であって AnnR C = (0), rR(C) = 1 をみたす.

Proof. (1)⇒(2) は R ∼= HomR(C, C) であることからほとんど自明.
(2)⇒(1) R = R̂ としてよい. 0 → C → I · を C の min injective resolution とすれば E <⊕Id.
∴ Hd

m(C) ⊆
ess

E. よって exact; 0 → Hd
m(C) → E → X → 0 について

0 −−−−→ HomR(X, E) −−−−→ R −−−−→ HomR

(
Hd

m(C), E
) −−−−→ 0 exact

HomR

(
Hd

m(C), E
)

= HomR (C, KR) となり C∗ = HomR (C, KR) とおく. すると

HomR(X, E) ⊆ AnnR C∗ ⊆ AnnR C∗∗ = AnnR C = (0)

より C = C∗∗ = R∗ = KR をうる.

これからも, しばらくは (R, m) は a C-M ring, d = dim R とする. そして k = R/m とする.

Lemma 2.1.22. ∃KR であれば次は同値である.

(1) KR は an R-fractional ideal である.
(2) KR は an R-fractional ideal, KR ∩S 6= ∅ である.
(3) RP は a Gorenstein local ring である, for ∀P∈Min R.

但し, S = {s∈R|sは R− nzdである } とする.

Proof. K = Q(R) とおく. (1)⇒(3) dim RP = 0 より KRP
= ERP

である. KR が an R-fractional で
あれば KRP

は an RP -fractional であるが Ass RP = {PRP } であるために Q(RP ) = RP である. よっ
て KRP

= ERP
⊆ RP とみてよい. RP は local ring なので直既約であるから RP = ERP

. ∴ RP は a
Gorenstein local ring である.
(1)⇒(2) ∃s∈S s,t s KR ⊆ R. よって KR ⊆ R としてよい. もし KR ∩S = ∅ ならば KR ⊆ Q for some
Q∈Ass R = Min R. ∴ KRQ

⊆ QRQ 6= RQ.(矛盾)
(3)⇒(1) ∀P∈Min R をとる. AssR ER(R/P ) = {P} であるから ∀s ∈ R\P は ER(R/P ) に同型に作用す
る. ∴ ER(R/P ) = ERP

(RP /PRP ) = RP . ∴ KR ⊆
⊕

Q∈Min R

ER(R/Q) =
⊕

Q∈Min R

RQ = K. KR ∈M(R) で

あるから KR は an R-fractional.

Lemma 2.1.23. 次は同値である.

(1) R は a Gorenstein local ring である.
(2) Ext1R(M, R) = (0), for ∀M ; a MCM R-module.

Proof. (2)⇒(1)だけで十分. R = R̂としてよい. そして a MCM R-module Mをとる. M∗ := HomR(M, R)
とする. もし hdR M < ∞ であるならば hdR M = 0 より M は free である. ∴ Exti

R(M, R) = (0) for
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∀i > 0, M∗ は a MCM R-module.
hdR M = ∞ とする. このときは F. → M → 0 を a min free resolution として





0 −−−−→ U1 −−−−→ F0 −−−−→ M −−−−→ 0
0 −−−−→ U2 −−−−→ F1 −−−−→ U1 −−−−→ 0

...
0 −−−−→ Ui+1 −−−−→ Fi −−−−→ Ui −−−−→ 0

...

と short exact sequencesに分解すると Uiは全てMCM R-moduleであるからExti
R(M, R) = Ext1R(Ui−1, R)

= (0) (∀i ≥ 2) をうる. 一方で, 0 → M∗ → F ∗. をとり, これを short exact sequences に分解し左から
depth Lemma を用いると M∗ が a MCM R-module であることが求まる.

R ∼= R∗∗ であるから ∀X∈M(R) に対してX ∼=
canon

HomR (HomR(X, R), R) をうる.

よってこれらから R = KR であるから r(R) = 1.

Corollary 2.1.24. d ≥ 2 ならば次は同値である.

(1) R は a Gorenstein local ring である.
(2)次の 2 条件をみたす,

(a) HomR(M, R) は a MCM R-module である for ∀M ; a MCM R-module.
(b) RP は a Gorenstein local ring である, for P∈Spec R, dim RP = 2.

Proof. (2)⇒(1) だけで十分. R は a Gorenstein local ring でないとすると ∃M ; a MCM R-module s,t
Ext1R(M, R) 6= (0). この M に対して exact; 0 → N → F → M → 0 where F は f,g free をとると, N は

a MCM R-module であって次のような exact が存在する.

0 → HomR(M, R) → HomR(F, R) → HomR(N, R) → Ext1R(M, R) → 0.

このとき depthR HomR(M,R) = depthR HomR(F, R) = depthR HomR(N,R) = d であるから depth
Lemmaは depthR Ext1R(M,R) ≥ d−2を保証する. ∴ dimR Ext1R(M,R) ≥ d−2. ∴ ∃P∈SuppExt1R(M, R)
s,t dim RP = 2. このとき RP は 2-dim Gorenstein local ring, MP は a MCM R-module であるから

(0) 6= RP ⊗R Ext1R(M,R) ∼= Ext1RP
(MP , RP ) = Ext1RP

(MP , KRP
) ∼= HomRP

(
H1

PRP
(MP ),ERP

)
= (0)

となり矛盾である.

Theorem 2.1.25. ∃KR であれば ∀M a C-M R-module, r = dimR M について

µR(M) = rR

(
Extd−r

R (M, KR)
)

, rR(M) = µR

(
Extd−r

R (M, KR)
)

,

である.

Proof. µR(M) = rR

(
Extd−r

R (M, KR)
)
を認めると

rR(M) = rR

(
Extd−r

R

(
Extd−r

R (M, KR) , KR

))
= µR

(
Extd−r

R (M, KR)
)
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をうる. よって µR(M) = rR

(
Extd−r

R (M, KR)
)
を d についての induction で証明する. d = 0 ならば

rR (HomR(M, KR)) = rR

(
HomR

(
H0

m(M), E
))

= dimk HomR (k, HomR(M,E))

= dimk HomR(M/mM,E)

= `R(M/mM) = µR(M)

である. d > 0 として d− 1 以下まで正しいとする. r = dimR M とおく.
d = r ならば rR

(
Extd−r

R (M, KR)
)

= rR (HomR(M, KR)) であるから x∈m を an R-regular にとると an

M -regular でもあって, 今 R = R/xR, M = M/xM , KR = KR /xKR とそれぞれおくと KR = KR であ

る. このとき

rR (HomR(M, KR)) = rR

(
HomR(M, KR)

xHomR(M, KR)

)

= r
R

(
HomR

(
M, KR

))

= r
R

(
HomR

(
M, KR

))

= µR

(
M

)

= µR(M)

である. s < d として s + 1 以上まで正しいとすると x1, · · · , xd−s∈(0) :
R

M を a KR-regular sequence を

なすようにとれば後は induction による.

Corollary 2.1.26. ∃KR. ⇒ µR(KR) = r(R).

Corollary 2.1.27. d ≥ 1, ∃KR ⊆ R とする. KR 6= R. ⇒ R/ KR は a (d− 1)-dim Gorenstein local ring
である.

Proof. ここでは I = KR とかく. すると exact; 0 → I → R → R/I → 0 をみて depthR I ≥ d− 1 をうる.
もし, dim R/I = d ならば Hd

m(I) 6= (0) であるから (0) 6= HomR(R/I, I) = (0) :
I
I ⊆ (0) :

R
KR = (0) を見

て矛盾. よって R/I は a (d− 1)-dim C-M ring である. そして

0 −−−−→ HomR(R, I) −−−−→ HomR(KR, KR) −−−−→ Ext1R(R/I, I) −−−−→ 0 exact

をみて r(R/I) = µ
(
Ext1R(R/I, I)

)
= 1 をうるので R/I は a Gorenstein local ring である.

次に述べる定理も重要なものであるが, その証明は Lemma 3.21 を見ればほとんど明らかである.

Theorem 2.1.28. (R, m)
ϕ−→ (S, n)を a flat local homomorphism of C-M local ringsとし (0) 6= M∈M(R)

とする. このとき次の条件は同値である.

(1) ∃KS
∼= S ⊗R M .

(2) S/mS は a Gorenstein local ring, M = KR.

Corollary 2.1.29. (R, m)
ϕ−→ (S, n) を a flat local homomorphism of C-M rings とする. ∃KR. ⇒ S/mS

は a Gorenstein local ring である.
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ここで (A, m) を a Noetherian local ring, M∈M(R) とする. 今 r = µR(M) とすると, ∃exact; R(r) →
M → 0 であるから ∀P∈SuppR M をとると RP

(r) → MP → 0 は exact である. 従って, µRP
(MP ) ≤

µR(M) for ∀P∈SuppR M であることが確かめられる. よって

Theorem 2.1.30. M を an s-dim C-M R-module とせよ. ∀P∈SuppR M に対して r(MP ) ≤ r(M) をみ
たす.

Proof. ∀Q∈Ass
R̂

R̂/P R̂ をとる. r
(
M̂Q

)
= r(MP ) r

(
R̂Q/PR̂Q

)
であるから r(MP ) ≤ r

(
M̂Q

)
である.

よって R = R̂ として r(MQ) ≤ r(M) を証明すれば十分である.

s = dim MQ + dim R/Q

d = dim RQ + dim R/Q

であるから dim RQ − dim MQ = d− s をうる.

∴ r(MQ) = µ
(
Extd−s

R

(
MQ, KRQ

))
= µ

(
RQ ⊗R Extd−s

R (M, KR)
)
≤ µ

(
Extd−s

R (M, KR)
)

= r(M).


