
　

このテキストは「代数学3・同演習」のために準備した。最終稿には遠いが，
予習と復習を心がける学生にとっては，少しは勉学上の参考になるかもしれ
ない。演習問題を追加し，使いながら完成させる計画である。
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1 集合と写像

1.1 集合

現代数学は「集合」と「写像」の言葉で記述される。

ものの「あつまり」を「全体として一つのもの」と考えるとき，これを「集合」という。

集合に対し，集められた一つ一つのものはその集合の要素（または，元）であるという。例

えば，整数の全体を一つのものと考え，この集合を Zで表せば，−3,−2,−3, 0, 1, 100, 2002

といった一つ一つの整数は集合 Zの要素である。

集合はふつうA, B,C, · · · などの大文字で表し，集合の要素の方は a, b, c, · · · などの小文字

で表す。小文字 aで表されるあるものが，集合Aの要素であることを a ∈ Aと書く。aが集

合Aの要素ではないことは a ̸∈ Aと書く。即ち，4 ∈ Zであるが，1
2
,
√

2 ̸∈ Zである。

特に，Q，R，Cによって，それぞれ，有理数の全体からなる集合，実数の全体からなる

集合，複素数の全体からなる集合を表すのが普通である。

要素が一つもない集合を空集合といい，記号 ∅で表す。

問題 1.1. 次の主張は正しいか？

(1) 100 ∈ ∅

(2) 100 ̸∈ Z

(3) 5 ∈ Q

(4) −2 ̸∈ Z

(5) 1 +
√

2 ∈ Q

(6) i =
√
−1 ̸∈ R
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1.2 集合の表し方

集合を表すには，二通りの方法がある。一つは，集合の要素をすべて具体的に書いてしま

うというやり方である。例えば，

A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}

と書けば，Aは 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6を全部あつめて得られる集合を表している。したがって，集

合Aの要素は全部で 7個あり，4, 6 ∈ Aであるが，−2,−1 ̸∈ Aである。このやり方には，要

素がすぐに目に見える形で分かるという長所があるが，例えば，要素が 10,000個あったりす

るような場合でも，なお便利な表記法であるかどうかは疑わしいし，要素が無限個あるよう

な集合を記述するには適当と思えない。もう一つの記述法は，集めようとする一つ一つのも

のが満たすべき条件を述べ，その条件を満たすもの全体を一つの集合と考えようとする立場

であって，次のような書き方である。

A = {x | xは条件 P (x)を満たす }

ここで P (x)は，集めようとしているもの xが満たすべき，何らかの条件を表している。例

えば，この記述法を使うと，整数の全体からなる集合 Zは

Z = {x | xは整数である }

となる。この例では，「整数である」が，条件 P (x)に相当している。

C = {(a, b) | a, b ∈ Rであって a2 + b2 = 1が成り立つ }

とおけば，Cは，実数a, bの組であって等式a2+b2 = 1を満たすもの (a, b)の全体からなる集合

であり，座標平面上で原点を中心とする半径 1の円周にほかならない。例えば，( 1√
2
, 1√

2
) ∈ C

であるが，(1, 1) ̸∈ Cである。

問題 1.2. 2番目の記述法で，集合の形に書け。
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(1) 1以上 100以下の実数の全体からなる集合

(2) 集合A = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}

(3) 座標平面上で点 (0, 1)を通り傾き 2の直線上の点の全体よりなる集合

(4) 有理数 a, bを用いて a + b
√

2の形に表される実数の全体よりなる集合

(5) 複素平面上で座標が整数であるような点の全体よりなる集合

1.3 部分集合

A, Bは集合とする。集合Aのいかなる要素も集合Bの要素であるとき，AはBの部分集

合であるといい，AがBの部分集合であることをA ⊆ Bと書く。例えば，a ∈ Zなら，aは

整数であるから必ず有理数であって，a ∈ Qとなる。故に Z ⊆ Qである。即ち，A ⊆ Bと

は，「a ∈ Aならば a ∈ B」という命題が真であることを意味する。空集合 ∅はどんな集合A

に対しても部分集合であると考える。即ち ∅ ⊆ Aが正しい。

集合Aが集合Bの部分集合でないことを，A ̸⊆ Bと書く。A ̸⊆ Bであるための必要十分

条件は，a ̸∈ Bであるような a ∈ Aが少なくとも一つは存在することである。

問題 1.3. 次の主張は正しいか。正しければ証明を，正しくなければその理由を述べよ。

(1) Q ̸⊆ Z

(2) R ⊆ C

(3) A = {0, 3, 5}, B = {0, 1, 3, 4, 6}のとき，A ̸⊆ Bである。

(4) 有理数 a, bを用いて a + b
√

2の形に表される実数の全体よりなる集合を Aとし，有理数

a, bを用いて a+ b
√

3の形に表される実数の全体よりなる集合をBとすれば，A ̸⊆ Bである。

要素を完全に共有するとき，２つの集合A,Bは互いに等しいといい，A = Bと書く。

定理 1.4. A,Bを集合とする。A = Bであるための必要十分条件は，A ⊆ BとB ⊆ Aが成

り立つことである。
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証明. A = Bと仮定せよ。すると集合A,Bは要素を完全に共有するので，x ∈ Aならば必

ず x ∈ Bであり，x ∈ Bならば必ず x ∈ Aである。故にA ⊆ BであってかつB ⊆ Aが成り

立つ。逆にA ⊆ BであってかつB ⊆ A ならば，x ∈ Aであることと x ∈ Bとは同値である

から，A,Bは完全に要素を共有し，等式A = Bが成り立つ。

定義 1.5. A,Bは集合とする。

(1) A ∪ B = {x | x ∈ Aであるかまたは x ∈ Bである }，

(2) A ∩ B = {x | x ∈ Aかつ x ∈ Bである }，

(3) A \ B = {x | x ∈ Aであるが x ̸∈ B}

と定め，A∪BをA, Bの和集合，A∩BをA,Bの共通部分，A \BをA,Bの差集合という。

問題 1.6. A,B,Cは集合とする。次の主張を証明せよ。

(1) A ⊆ A ∪ B

(2) A ∩ B ⊆ A

(3) [A ∩ B] ∪ [A \ B] = A

(4) B ∩ (A \ B) = ∅

(5) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C)

(6) A ∩ B = Aであるための必要十分条件は，A ⊆ Bである。

(7) A ∪ B = Aであるための必要十分条件は，B ⊆ Aである。

証明. (1) x ∈ Aであれば，「x ∈ Aであるかまたは x ∈ Bである」という条件の前半が満た

されるので，定義によって x ∈ A ∪ Bである。いかなる x ∈ Aも x ∈ A ∪ Bであるから，

A ⊆ A ∪ Bである。

(4) もしもB ∩ (A \B) ̸= ∅であったならば，集合B ∩ (A \B)は空でないので，少なくと

も一つの要素 xを含む。定義により x ∈ Bであってかつ x ∈ A \Bが成り立つ。しかしなが
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ら x ∈ A \ Bならば，これも定義によって必ず x ̸∈ Bであるから，x ∈ Bは不可能であって

あり得ない。故にB ∩ (A \ B) = ∅であることがわかる。

(5) x ∈ A∩(B∪C)とせよ。するとx ∈ Aである。故に，もしもx ̸∈ (A∩B)∪(A∩C)なら

ば，x ̸∈ A∩Bであってかつx ̸∈ A∩Cであるから，x ̸∈ Bであってx ̸∈ Cであることが従う。

しかしながら x ∈ B∪Cでもあったので，これは不可能である。故に，x ∈ (A∩B)∪ (A∩C)

であり，A∩(B∪C) ⊆ (A∩B)∪(A∩C)であることがわかる。(A∩B)∪(A∩C) ⊆ A∩(B∪C)

であることを確かめよう。x ∈ (A ∩ B) ∪ (A ∩ C)とせよ。すると x ∈ A ∩ B であるかま

たは x ∈ A ∩ C であるから，いずれにしても x ∈ Aであり，その他に，x ∈ B かまたは

x ∈ Cが成り立つ。即ち，x ∈ Aであってかつ x ∈ B ∪ Cが成り立つ。故に，定義によって

x ∈ A ∩ (B ∪ C)である。したがって，(A ∩ B) ∪ (A ∩ C) ⊆ A ∩ (B ∪ C)が成り立ち，等式

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C)が得られる。

問題 1.7. 次の等式を証明せよ。

{

a

b

c

 | a, b, c ∈ Rであって a + b + c = 0} = {a

−1

1

0

 + b

−1

0

1

 | a, b ∈ R}

但し，

a

b

c

は 3次の列ベクトルを表す。

2 同値関係と類別

2.1 直積

A, Bは空でない集合とする。A×Bによって，Aの元 aとBの元 bの組 (a, b)の全体より

なる集合を表す。即ち

A × B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}

8



である。但し，２つの組 (a1, b1)と (a2, b2)は，a1 = a2であってかつ b1 = b2であるとき，等

しいと考えている。集合A × BをA,Bの直積という。

例えば，A = {−1, 0, 1}, B = {1, 2, 3, 4}なら，集合A × Bは 12個の元よりなり

A×B = {(−1, 1), (−1, 2), (−1, 3), (−1, 4), (0, 1), (0, 2), (0, 3), (0, 4), (1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4)}

である。同様に

A × A = {(−1,−1), (−1, 0), (−1, 1), (0,−1), (0, 0), (0, 1), (1,−1), (1, 0), (1, 1)}

である。

2.2 同値関係

空でない集合 Aに対し，直積 A × Aの部分集合を A上の関係という。Rが A上の関係

であれば，元 a, b ∈ Aに対し，組 (a, b)は集合A × Aの元であるから，(a, b) ∈ Rかまたは

(a, b) ̸∈ Rのどちらか一方だけが成り立つ。(a, b) ∈ Rであることを aRbと書く。

例えば，集合A = {−1, 0, 1}に対し

R1 = {(−1,−1), (0,−1), (1, 1)}，
R2 = {(−1, 1), (0,−1), (0, 1), (1,−1), (1, 0)}，
R3 = {(−1,−1), (1, 1), (0, 0)}

とおけば，R1, R2, R3はどれもA×Aの部分集合であるから，すべて集合Aの上の関係であ

る。1R11であるが，1R10ではない。同様に−1R21であるが，1R21ではない。

定義 2.1. Rは集合A上の関係とせよ。次の 3条件が満たされるとき，RはA上の同値関係

であるという。

(1) いかなる a ∈ Aに対しても，aRaが成り立つ。

(2) a, b ∈ Aのとき，aRbなら bRaである。

(3) a, b, c ∈ Aのとき，aRbかつ bRcならば aRcである。
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問題 2.2. A = {1, 2, 3, 4}としR = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (1, 2), (2, 1)}とおけば，RはA

上の同値関係であることを確かめよ。

例 2.3. R = {(a, b) | a, b ∈ Zであって a − bは 7の倍数である }とおけば，Rは集合 Z上の

同値関係である。

証明. 実際，確かにRは Z × Zの部分集合であり，いかなる a ∈ Zに対しても，a − a = 0

は 7の倍数であるから，aRaが成り立つ。a, b ∈ Zのとき，aRbなら，a− bは 7の倍数であ

るから，b− aも 7の倍数であり，bRaが成り立つ。a, b, c ∈ Zのとき，aRbかつ bRcならば，

a − bと b − cは 7の倍数であるから，a − c = (a − b) + (b − c)も 7の倍数であり，aRcが成

り立つ。故に，Rは集合 Z上の同値関係である。

問題 2.4. A = R3 \ {0}とし，集合A上に関係Rを

R = {(a, b) | a, b ∈ Aであり，ある 0 ̸= λ ∈ Rがあって等式 a = λbが成り立つ }

と定める。Rは集合A上の同値関係であることを確かめよ。但し

R3 = {

a1

a2

a3

 | a1, a2, a3 ∈ R}

である。

2.3 類別と商集合

Rは空でない集合A上の同値関係とする。

定義 2.5. 元 a ∈ Aに対し

C(a) = {x | x ∈ Aであって xRaが成り立つ }

とおき，集合 C(a)を元 aを含むクラス（または，類）という。明らかに C(a) ⊆ Aであり，

a ∈ C(a)である。したがってC(a) ̸= ∅である。（C(a)の代りに，aと書くことも多い。）
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例えば，問題 2.2の例では，C(1) = C(2) = {1, 2}，C(3) = {3}，C(4) = {4}である。

定理 2.6. a, b ∈ Aとせよ。a, bに関する次の 3条件は，互いに同値である。

(1) aRb

(2) C(a) ∩ C(b) ̸= ∅

(3) C(a) = C(b)

証明. (1) ⇒ (3) x ∈ C(a)とすれば，x ∈ Aであって xRaである。仮定により aRbであるの

で，xRbが成り立ち，x ∈ C(b)が得られる。故にC(a) ⊆ C(b)である。さて，aRbであるの

で bRaでもあり，故に a, bの役割をひっくり返すことによって，C(b) ⊆ C(a)であることが

従い，等式C(a) = C(b)が得られる。

(3) ⇒ (2) C(a) = C(b)であるから C(a) ∩ C(b) = C(a)である。勿論 C(a) ̸= ∅であるか

ら，C(a) ∩ C(b) ̸= ∅となる。

(2) ⇒ (1) 集合C(a) ∩ C(b)は空でないので，少なくとも一つの元 c ∈ C(a) ∩ C(b)を取る

ことができる。すると c ∈ C(a)であるから，c ∈ Aであって cRaである。故に aRcでもあ

る。同様に，c ∈ C(b)であるから，cRbが成り立つ。即ち aRcかつ cRbであるから，aRbで

ある。

A/R = {C(a) | a ∈ A}とおき，集合AのRによる商集合と呼ぶ。

系 2.7. 次の主張が正しい。

(1) いかなるX ∈ A/Rも，Aの空でない部分集合である。

(2) X,Y ∈ A/Rとすると，X ̸= Y ならば必ずX ∩ Y = ∅である。

(3) いかなる a ∈ Aに対しても，あるX ∈ A/Rが存在して a ∈ Xが成り立つ。

即ち，A/Rは集合Aの「クラス分け」なのである。実際，集合A上に「同値関係を一つ定め

る」ことと，集合Aを「クラスに分ける」ことは，互いに同等であることが知られている。

例えば，カレンダー
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日 月 火 水 木 金 土
1 2 3 4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14

15 16 17 18 19 20 21

22 23 24 25 26 27 28

29 30 31 　 　 　 　

とは何かを考えよう。A = {1, 2, 3, . . . , 29, 30, 31}とし

R = {(a, b) | a, b ∈ Aであって a − bは 7の倍数である }

とおけば，Rはこの集合A上の同値関係であって

C(1) = {1, 8, 15, 22, 29},
C(2) = {2, 9, 16, 23, 30},
C(3) = {3, 10, 17, 24, 31},
C(4) = {4, 11, 18, 25},
C(5) = {5, 12, 19, 26},
C(6) = {6, 13, 20, 27},
C(7) = {7, 14, 21, 28}

となる。（例えば，1, 8, 15, 22, 29は，1との差が 7の倍数であるから，1, 8, 15, 22, 29 ∈ C(1)

である。a ∈ C(1)なら，a ∈ Aであって a−1は 7の倍数であるので，a−1 = 7n (n ∈ Z)と表

される。1 ≤ a ≤ 31であって a = 7n+1という形をした整数を求めれば，a = 1, 8, 15, 22また

は 29である。故に，a ∈ {1, 8, 15, 22, 29}となり，等式C(1) = {1, 8, 15, 22, 29}が得られる。）

集合 C(i) (1 ≤ i ≤ 7)達の元を見比べれば一目瞭然ではあるが，1, 2, 3, 4, 5, 6, 7はどの異な

る２つの差も 7の倍数ではないので，1 ≤ i, j ≤ 7のとき，i ̸= jである限りC(i) ∩C(j) = ∅

となる。ここで，集合Aの元はどれも，必ずどこかの C(i)に含まれていることに注意しよ

う。即ち，A/R = {C(i) | 1 ≤ i ≤ 7}は，まさしく 1から 31までの整数を「クラスに分けて

いる」のである。この意味では，「曜日」とは類に付けられた名前であり，類 C(1)に含まれ

る日を日曜日，類C(2)に含まれる日を月曜日，類C(3)に含まれる日を火曜日，. . . と名付

けたものがカレンダーに他ならないと考えられる。
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C(1) C(2) C(3) C(4) C(5) C(6) C(7)

1 2 3 4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14

15 16 17 18 19 20 21

22 23 24 25 26 27 28

29 30 31 　 　 　 　

問題 2.8. R = {(a, b) | a, b ∈ Zであって a − bは 10の倍数である }とする。いかなる a ∈ Z

に対しても，等式 C(a) = {10n + a | n ∈ Z}が成り立つことを確かめよ。商集合 Z/Rは丁

度 10個の要素よりなることを示せ。

問題 2.9. まず，集合A = {1, 2, 3, 4, 5}をクラスに分け，そのクラス分けを用いて，集合A上

に同値関係を定めよ。例えば，C1 = {1, 3}，C2 = {2, 4}，C3 = {5}というクラス分けに対し

ては，R = {(a, b) | a, b ∈ Aであり，a, bは同じクラスに属する，即ち，ある1 ≤ i ≤ 3が存在し

てa, b ∈ Ciである}と定めれば，Rは集合A上の同値関係であって，等式A/R = {C1, C2, C3}

が成り立つ。この考え方を，一般の空でない集合Aに対し拡張せよ。

問題 2.10. Aが無限集合ならば，集合A上には無限に多くの異なる同値関係を定義できる

ことを証明せよ。

3 写像

3.1 公式的定義

A, Bは空でない集合とする。

定義 3.1. f がAからBへの写像であるとは

(1) f ⊆ A × Bであって，

(2) どんな a ∈ Aに対しても，(a, b) ∈ f を満たすような元 b ∈ Bが少なくとも一つは存在し，

(3) a ∈ A, b, b′ ∈ Bのとき，もしも (a, b), (a, b′) ∈ f ならば，必ず等式 b = b′が成り立つ

ことをいう。
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この定義は「写像とは，集合Aの各々の元 aに対し，集合Bの元 bを一つずつ定める規則

のことである」という使いやすく分かりやすい定義を，堅苦しくしかし数学的には厳密に述

べたものである。

f がAからBへの写像であることを，f : A → Bと書く。f : A → Bであれば，(a, b) ∈ f

となる元 b ∈ Bは，与えられた元 a ∈ Aに対し唯一つ定まる。この b ∈ Bを b = f(a)と書

き，aの f による像という。b = f(a)であることを f : a 7→ bと書くこともある。

例 3.2. f(a) = a2 − 1と定めれば，写像 f : R → Rが得られる。上の書き方を使えば，

f = {(a, a2 − 1) | a ∈ R}となる。

例えばA = {1, 2, 3}としよう。集合Aから集合Bへの写像 f を定めることと，A × Bの

部分集合で f = {(1, x), (2, y), (3, z)} (ここで x, y, zはなにかBの元である)という形をして

いるものを定めることは同じであって，行列(
1 2 3

x y z

)

の x, y, zを，Bの元で置き換えることとも同等である。B = {4, 5, 6, 7}のとき，このような

行列の書き方で説明すると

f =

(
1 2 3

4 5 6

)
，

g =

(
1 2 3

6 5 5

)

などは，勿論 f : A → B, g : A → Bであって，f : 1 7→ 4, f : 2 7→ 5, f : 3 7→ 6, g(1) = 6,

g(2) = g(3) = 5である。AからBへの写像は，全部で 43 = 64個ある。

定義 3.3. ２つの写像 f : A → B, g : C → Dは，A = CかつB = Dであって，さらに，い

かなる a ∈ Aに対しても等式 f(a) = g(a)が成り立つとき，等しいと言い，f = gと書く。

f, g : A → Bのときは，f = gであるための必要十分条件は，任意の a ∈ Aに対し等式

f(a) = g(a)が成り立つことである。
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3.2 像と原像

A, Bは空でない集合とし f : A → Bは写像とせよ。X ⊆ A，Y ⊆ Bに対し

f(X) = {b ∈ B |ある a ∈ Xがあって b = f(a)と表される },

f−1(Y ) = {a ∈ A | f(a) ∈ Y }

とおき，f(X)を f によるX の像，f−1(Y )を f による Y の原像と呼ぶ。f(X) ⊆ Bであっ

て，f−1(Y ) ⊆ Aである。特に f(A)を写像 f の像という。

例えば，A = {1, 2, 3}, B = {4, 5, 6, 7}とし，f : A → Bを f(1) = 5, f(2) = 7, f(3) = 4

とする。このとき，X = {2, 3}，Y1 = {6}，Y2 = {4, 5}に対し，f(X) = {4, 7}であって，

f−1(Y1) = ∅，f−1(Y2) = {1, 3}である。f の像は f(A) = {4, 5, 7}となる。

問題 3.4. いかなる写像 f : A → Bについても，等式 f(∅) = ∅, f−1(∅) = ∅，f−1(B) = Aが

成り立つことを確かめよ。

証明. a ∈ Aとすれば，f(a) ∈ Bであるから，a ∈ f−1(B)が成り立ち，A ⊆ f−1(B)である

ことがわかる。定義により f−1(B) ⊆ Aであるから，等式 f−1(B) = Aが成り立つ。

問題 3.5. 写像f : R → Rをf(a) = a2−1と定め，X = {a ∈ R | a ≥ 2}，Y = {a ∈ R | a ≥ 3}

とすれば，等式 f(X) = Y が成り立つことを確かめよ。また，f−1({0}) = {−1, 1}であるこ

とを示せ。

証明. b ∈ f(X)なら，b ∈ Rであり，何かある a ∈ X によって b = a2 − 1と表される。

a ≥ 2であるから，b ∈ R, b ≥ 3となり，b ∈ Y が得られる。故に f(X) ⊆ Y である。逆

に，b ∈ Y とすれば，b ≥ 3であるから，b + 1 ≥ 4となり，a =
√

b + 1とおけば，a ∈ R

であって，a ≥ 2, f(a) = a2 − 1 = bが成り立つ。a ∈ X であるから，b ∈ f(X)となり，

Y ⊆ f(X)であることが従う。故に f(X) = Y である。 a ∈ f−1({0})ならば，a ∈ Rであっ

て f(a) = a2 − 1 ∈ {0}が成り立つ。故に，a2 = 1であるから，a = −1または a = 1 であっ
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て，a ∈ {−1, 1}となる。逆に，a ∈ {−1, 1}なら，a = −1であるか a = 1であるから，a2 = 1

であって f(a) = 0となる。即ち，a ∈ f−1({0})である。故に，等式 f−1({0}) = {−1, 1}が

成り立つ。

問題 3.6. 写像 f : R3 → Rを f(

a

b

c

) = a + b + cと定めるとき，次の問に答えよ。

(1) 等式

f−1({0}) = {λ

−1

1

0

 + µ

−1

0

1

 | λ, µ ∈ R}

が成り立つことを確かめよ。

(2) X = {

a

b

0

 | a, b ∈ R}とおけば，等式 f(X) = Rが成り立つことを確かめよ。

(3)

0

0

1

 ,

−1

2

0

 ,

−3

6

−2

 ∈ f−1({1})であることを確かめよ。

(4) 等式

f−1({1}) = {λ

−1

1

0

 + µ

−1

0

1

 +

0

0

1

 | λ, µ ∈ R}

が成り立つことを確かめよ。

定理 3.7. f : A → Bを写像とし，X,X1, X2 ⊆ A, Y, Y1, Y2 ⊆ Bとすれば，次の主張が正

しい。

(1) X1 ⊆ X2ならば f(X1) ⊆ f(X2)である。

(2) Y1 ⊆ Y2ならば f−1(Y1) ⊆ f−1(Y2)である。

(3) f(f−1(Y )) ⊆ Y である。

(4) X ⊆ f−1(f(X))である。

(5) 等式 f(X1 ∪ X2) = f(X1) ∪ f(X2)が成り立つ。
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(6) f−1(Y1 ∪ Y2) = f−1(Y1) ∪ f−1(Y2)である。

証明. (1) b ∈ f(X1)とし b = f(a) (a ∈ X1)と表せば，X1 ⊆ X2であるから，a ∈ X2とな

り，b ∈ f(X2)であることが従う。故に f(X1) ⊆ f(X2)である。

(2) a ∈ f−1(Y1)なら，a ∈ Aであってf(a) ∈ Y1が成り立つ。Y1 ⊆ Y2であるから，f(a) ∈ Y2

となり，a ∈ f−1(Y2)である。故に f−1(Y1) ⊆ f−1(Y2)である。

(3) b ∈ f(f−1(Y ))なら，b = f(a) (a ∈ f−1(Y )と表すと，a ∈ Aであって f(a) ∈ Y であ

るので，b = f(a) ∈ Y が成り立つ。故に，f(f−1(Y )) ⊆ Y である。

(4) a ∈ Xならば，f(a) ∈ f(X)である。故に，a ∈ f−1(f(X))であるので，X ⊆ f−1(f(X))

となる。

(5) b ∈ f(X1∪X2)なら，b = f(a) (a ∈ X1∪X2)と表せば，a ∈ X1であるかまたは a ∈ X2

が成り立つ。a ∈ X1であれば，b = f(a) ∈ f(X1)であり，a ∈ X2であれば，b = f(a) ∈ f(X2)

であるので，b = f(a) ∈ f(X1) ∪ f(X2)が成り立つ。故に f(X1 ∪ X2) ⊆ f(X1) ∪ f(X2)で

ある。X1 ⊆ X1 ∪ X2であるから，(1)によって f(X1) ⊆ f(X1 ∪ X2)となる。同様に，(1)

より f(X2) ⊆ f(X1 ∪ X2)であるので，f(X1) ∪ f(X2) ⊆ f(X1 ∪ X2)が成り立ち，等式

f(X1 ∪ X2) = f(X1) ∪ f(X2)が得られる。

(6) (2)より f−1(Y1)∪f−1(Y2) ⊆ f−1(Y1∪Y2)である。a ∈ f−1(Y1∪Y2)とすれば，f(a) ∈ Y1

か f(a) ∈ Y2が成り立つので，a ∈ f−1(Y1)∪ f−1(Y2)となり，等式 f−1(Y1 ∪ Y2) = f−1(Y1)∪

f−1(Y2)が得られる。

問題 3.8. f : A → Bを写像とし，X,X1, X2 ⊆ A, Y, Y1, Y2 ⊆ Bとする。次の主張は正しい

か。正しければ証明を，正しくなければ反例（正しくないという明確な理由）を述べよ。

(1) f(f−1(Y )) = Y である。

(2) X = f−1(f(X))である。

(3) f(X1 ∩ X2) = f(X1) ∩ f(X2)である。
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(4) f−1(Y1 ∩ Y2) = f−1(Y1) ∩ f−1(Y2)である。

証明. (4)だけが正しい。他のものについては，例えば，A = {1, 2, 3}, B = {4, 5, 6, 7}とし，

f : A → Bを f(1) = 5, f(2) = 7, f(3) = 5とする。このとき，

(1) Y = Bとすれば，f−1(B) = Aであるが，f(A) = {5, 7} ̸= Bである。

(2) X = {2, 3}とすれば，f(X) = {5, 7}であるから，f−1(f(X)) = {1, 2, 3}である。

(3) X1 = {1}, X2 = {3}とすればX1 ∩ X2 = ∅であるから，f(X1 ∩ X2) = f(∅) = ∅であ

る。しかしながら，f(X1) = f(X2) = {5}であるから f(X1) ∩ f(X2) = {5}である。

3.3 特殊な写像・単射と全射

A, Bは空でない集合とし，f : A → Bは写像とする。

定義 3.9. (1) 等式 f(A) = Bが成り立つとき，f は全射であるという。

(2) a1, a2 ∈ Aとする。f(a1) = f(a2)なら必ず a1 = a2が成り立つとき，f は単射であると

いう。

(3) f が単射であってかつ全射であるとき，f は全単射であるという。

条件 (1)は，如何なる b ∈ Bも，何かある a ∈ Aによって b = f(a)という形に表されるこ

とを意味している。条件 (2)は，a1, a2 ∈ Aであって，a1 ̸= a2なら，必ず f(a1) ̸= f(a2)で

あることを意味している。

例えば，A = {1, 2, 3}, B = {4, 5, 6, 7}のとき，写像 f : A → Bを単射となるように定め

ることは，行列 (
1 2 3

x y z

)
の中の x, y, z を異なる B の元 3 つで埋めることと同等である。実際，f(1) = 5, f(2) =

6, f(3) = 4は単射であり，g(1) = 7, g(2) = 6, g(3) = 5も単射であるが，h(1) = 4, h(2) =

7, h(3) = 4は単射でない。いかなる写像 f : A → Bについても f(A)は高々3個の元しか含

まないので，この例ではどんな f : A → Bも全射にはなり得ない。
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問題 3.10. A = {1, 2, 3, 4}, B = {5, 6, 7}とする。

(1) 全射 f : A → Bを 2つ作れ。

(2) どんな写像 f : A → Bも単射ではないことを証明せよ。

問題 3.11. M2(R)によって 2次実正方行列の全体よりなる集合を表す。即ち

M2(R) = {

(
a b

c d

)
| a, b, c, d ∈ R}

とし，写像 f : R → M2(R)を f(a) =

(
1 a

0 1

)
によって定める。次の問に答えよ。

(1) 任意の a, b ∈ Rに対して，等式 f(a+ b) = f(a)f(b)が成り立つことを確かめよ。但し a+ b

は数の和を表し，f(a)f(b)は２つの行列 f(a), f(b)の積を表す。

(2) f は単射であることを確かめよ。

(3) f は全射であるか。正しければ証明を，正しくないならばその理由を述べよ。

問題 3.12. f : R → Rを f(a) = a2 + 1と定めると，写像 f は単射でも全射でもないことを

確かめよ。

問題 3.13. N = {n | nは正の整数である }とし，f, g : N → Nを

f(n) =

{
1 (n = 1のとき)

n − 1 (n ≥ 2のとき)，

g(n) = n + 1と定める。

(1) 写像 f は全射であるが，単射ではないことを確かめよ。

(2) 写像 gは単射であるが，全射ではないことを確かめよ。

定理 3.14. Xは空ではない有限集合（元が有限個しかない集合）とし，f : X → Xは写像

とする。このとき f に関する次の 3条件は，互いに同値である。

(1) f は単射である。
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(2) f は全射である。

(3) f は全単射である。

証明. (1) ⇒ (2) 集合Xの元の個数を nとし，X = {a1, a2, · · · , an}とすると，

f(X) = {f(a1), f(a2), · · · , f(an)}

である。写像 fは単射であるから，元 f(a1), f(a2), · · · , f(an)は互いに異なり，集合 f(X)は

n個の要素よりなる。f(X) ⊆ Xであるから，等式 f(X) = Xが成り立ち，f は全射である

ことが従う。

(2) ⇒ (1) f(X) = X であるから，{f(a1), f(a2), · · · , f(an)} = X が成り立つ。X の元の

個数は nであるので，i ̸= jなら f(ai) ̸= f(aj)であり，f は単射である。

n ≥ 1を整数としX = {1, 2, 3, · · · , n}，Sn = {f | f : X → X は全単射である }とおく。

行列の書き方をしたとき，写像 f : X → Xを一つ定めるには

f =

(
1 2 3 · · · n

i1 i2 i3 · · · in

)

の空白である i1, i2, i3, · · · , inを，1から nまでの整数で埋めればよい。写像 f を単射にした

ければ，i1, i2, i3, · · · , inを 1, 2, 3, · · · , nの順列にすれば十分であって，このとき f は自動的

に全射となる。1, 2, 3, · · · , nの順列の個数は丁度 n!個あるので，集合 Snは n!個の要素より

なる。即ち

系 3.15. n ≥ 1を整数としX = {1, 2, 3, · · · , n}，Sn = {f | f : X → Xは全単射である }と

おくと，集合 Snは n!個の要素よりなる。

3.4 写像の合成

定義 3.16. (1) A,B,Cは空でない集合とし，f : A → B, g : B → Cは写像とする。集合A

の各元 aに g(f(a))を対応させることによって定まる集合Aから集合Cへの写像を，f と g
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の合成といい，g·f と書く。 即ち，g·f : A → Cであり，(g·f)(a) = g(f(a))が全ての a ∈ A

について成り立つ。

(2) Aは空でない集合とする。集合Aの各元 a ∈ Aに対し a自身を対応させることによって定

まる集合Aから集合Aへの写像を，A上の恒等写像といい，1Aと書く。即ち，1A : A → A

であり，1A(a) = aが全ての a ∈ Aについて成り立つ。

1Aは全単射である。

例えば，A = {1, 2, 3}，B = {4, 5, 6, 7}，C = {8, 9, 10}とし，写像 f : A → B, g : B → C

を

f =

(
1 2 3

4 6 7

)
, g =

(
4 5 6 7

8 8 10 9

)
とすれば，写像 g·f : A → Cは

g·f =

(
1 2 3

8 10 9

)
となる。このような行列の形に書けば，

1A =

(
1 2 3

1 2 3

)

である。

写像 f, g : R → Rをそれぞれ f(a) = a2−1, g(a) = 2a+5とすれば，合成写像 g·f : R → R

は (g·f)(a) = g(f(a)) = 2(a2 − 1) + 5 = 2a2 + 3となる。

問題 3.17. A = {1, 2, 3, 4, 5}とする。AからAへの写像 f, g, hを次のように定める。

f =

(
1 2 3 4 5

3 2 1 5 4

)
, g =

(
1 2 3 4 5

5 2 4 3 1

)
, h =

(
1 2 3 4 5

5 4 1 2 3

)

合成 fg, fh, (fg)h, f(gh)を求めよ。

証明.

fg =

(
1 2 3 4 5

3 2 1 5 4

) (
1 2 3 4 5

5 2 4 3 1

)
=

(
1 2 3 4 5

4 2 5 1 3

)
,
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fh =

(
1 2 3 4 5

3 2 1 5 4

)(
1 2 3 4 5

5 4 1 2 3

)
=

(
1 2 3 4 5

4 5 3 2 1

)
である。

問題 3.18. S3の元をすべて書きだし，それらを合成せよ。

証明. S3 =

{(
1 2 3

1 2 3

)
,

(
1 2 3

1 3 2

)
,

(
1 2 3

2 1 3

)
,

(
1 2 3

2 3 1

)
,

(
1 2 3

3 1 2

)
,

(
1 2 3

3 2 1

)}
で

ある。e =

(
1 2 3

1 2 3

)
, a =

(
1 2 3

2 1 3

)
, b =

(
1 2 3

3 2 1

)
, c =

(
1 2 3

1 3 2

)
, f =

(
1 2 3

2 3 1

)
, g =(

1 2 3

3 1 2

)
とおき，合成の表

左下×右上 e a b c f g

e

a g c

b

c

f e

g e f

を作る。ab = g, af = cであるので，升目を g, cで埋める。以下同様である。

問題 3.19. A,B,Cは空でない集合とし，f : A → B, g : B → Cを写像とする。次の主張が

正しいことを確かめよ。

(1) 任意のX ⊆ Aに対し，(gf)(X) = g(f(X))が成り立つ。

(2) 任意の Y ⊆ Cに対し，(gf)−1(Y ) = f−1(g−1(Y ))が成り立つ。

(3) fが単射なら，任意のX1, X2 ⊆ Aに対し，等式 f(X1 ∩X2) = f(X1)∩ f(X2)が成り立つ。

定理 3.20. A,B,Cは空でない集合とし，f : A → B, g : B → Cを写像とすると，次の主張

が正しい。

(1) f, gがどちらも単射なら，合成 gf も単射である。

(2) f, gがどちらも全射なら，合成 gf も全射である。
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(3) 合成 gf が単射なら，f は単射である。

(4) 合成 gf が全射なら，gは全射である。

証明. (1) a1, a2 ∈ Aが等式 (gf)(a1) = (gf)(a2)を満たすなら，g(f(a1)) = g(f(a2))である。

写像 gは単射であるから，f(a1) = f(a2)となり，f も単射であるので a1 = a2となって，合

成写像 gf も単射であることが従う。

(2) (gf)(A) = g(f(A)) = g(B) = Cによる。次のように考えてもよい。任意に c ∈ Cを取

れ。すると，写像 gは全射であるから，ある b ∈ Bが存在し等式 c = g(b)が成り立つ。写像

f は全射であるから，この b ∈ Bに対し，何かある a ∈ Aが存在して等式 b = f(a)が成り立

つ。故に

c = g(b) = g(f(a)) = (gf)(a)

であるから，いかなる c ∈ Cに対しても，何かある a ∈ Aが存在して等式 c = (gf)(a)が成

り立つ。即ち合成写像 gf は全射である。

(3) a1, a2 ∈ Aが等式 f(a1) = f(a2)を満たすとせよ。すると，g(f(a1)) = g(f(a2))である

ので，(gf)(a1) = (gf)(a2)が成り立つ。写像 gf は単射であるから a1 = a2となり，故に，写

像 f は単射である。

(4) C = (gf)(A) = g(f(A)) ⊆ g(B) ⊆ Cによる。次のように考えてもよい。任意に c ∈ C

を取れ。すると，写像 gf は全射であるから，ある a ∈ Aが存在し等式 c = (gf)(a)が成り立

つ。b = f(a)とおけば，c = (gf)(a) = g(f(a)) = g(b)であるから，いかなる c ∈ Cに対して

も，何かある b ∈ Bが存在して等式 c = g(b)が成り立つ。即ち写像 gは全射である。

系 3.21. A,B は空でない集合とし，f : A → B, g : B → Aは写像とする。もし gf =

1A, fg = 1Bならば，f も gも必ず全単射である。

問題 3.22. (1) 合成 gf は単射であるが，gは単射ではないという例を作れ。

(2) 合成 gf は全射であるが，f は全射ではないという例を作れ。
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命題 3.23. A,B,C,Dは空でない集合とし，f : A → B, g : B → C, h : C → Dは写像とす

る。次の等式が成り立つ。

(1) (hg)f = h(gf)

(2) 1B·f = f

(3) f ·1A = f

証明. (1) (hg)f, h(gf)はどちらも集合 Aから集合 C への写像である。a ∈ Aをとれば，

(hg)(f(a)) = h(g(f(a))), (h(gf))(a) = h((gf)(a)) = h(g(f(a)))であるので，等式 ((hg)f)(a) =

(h(gf))(a)が成り立つ。故に (hg)f = h(gf)である。

(2)　 1B·f, fはどちらもAからBへの写像である。a ∈ Aとせよ。(1B·f)(a) = 1B(f(a)) =

f(a)であるから，等式 1B·f = f が成り立つ。

(3) (2)と同様である。

3.5 逆写像

定理 3.24. A,Bは空でない集合とし，f : A → Bは写像とする。このとき，写像 f に関す

る次の条件は，互いに同値である。

(1) f は全単射である。

(2) ある写像 g : B → Aが存在し，等式 gf = 1A, fg = 1Bが成り立つ。

写像 f が全単射であるならば，この定理の条件 (2)に現れる写像 g : B → Aは，f に対し一

意的に定まる。この gを f の逆写像といい，g = f−1と書く（f -inverseと読む）。即ち，逆

写像 f−1はBからAへの写像であって，等式 ff−1 = 1B, f−1f = 1Aを満たす。

証明. (1) ⇒ (2) b ∈ Bを取る。写像 f は全射であるから，a ∈ Aであって b = f(a)となる

ものが，少なくとも一つは存在する。a1, a2 ∈ Aが等式 b = f(a1), b = f(a2)を満たすなら，
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f(a1) = f(a2)であり，写像 f は単射であるので，等式 a1 = a2が得られる。即ち，b ∈ Bを

与えたとき，b = f(a)となる a ∈ Aは，元 bに対して唯一通りに定まる。故に写像 g : B → A

を g(b) = aと定めれば，g(f(a)) = aが全ての a ∈ Aに対して成り立ち，また，いかなる

b ∈ Bに対しても f(g(b)) = bであるので，等式 fg = 1B, gf = 1Aが成り立つ。

(2) ⇒ (1) 系 3.21に従う。

さて，g, g′ : B → Aであって gf = g′f = 1A, fg = fg′ = 1Bが成り立つと仮定せよ。する

と，g = g1B = g(fg′) = (gf)g′ = 1Ag′ = g′であるから，等式 g = g′が得られる。故に，条

件 (2)を満たす写像 g : B → Aは f に対し唯一つ定まる。

n ≥ 1を整数とし，X = {1, 2, · · · , n}，f ∈ Snとせよ。f =

(
1 2 3 · · · n

i1 i2 i3 · · · in

)
とすれば，

i1, i2, · · · , inは1, 2, · · · , nの順列である。f−1は i1を1に，i2を2に，· · · , inをnに対応させる

ような，XからXへの写像である。従って，行列の形で書くと，f−1 =

(
i1 i2 i3 · · · in
1 2 3 · · · n

)
，

即ち (
1 2 3 · · · n

i1 i2 i3 · · · in

)−1

=

(
i1 i2 i3 · · · in
1 2 3 · · · n

)

となる。例えば n = 5で f =

(
1 2 3 4 5

5 3 4 1 2

)
なら

f−1 =

(
5 3 4 1 2

1 2 3 4 5

)
=

(
1 2 3 4 5

4 5 2 3 1

)

である。実際に確かめれば

f−1f =

(
1 2 3 4 5

4 5 2 3 1

)(
1 2 3 4 5

5 3 4 1 2

)
=

(
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

)
= 1X

であることが，納得される。

問題 3.25. S3の元に対し，その逆写像を求め，それらがすべて S3の元であることを確か

めよ。

証明. 表 3.18を用いてもよいが，例えば f−1 =

(
1 2 3

2 3 1

)
=

(
2 3 1

1 2 3

)
=

(
1 2 3

3 1 2

)
= g

である。e−1 = e, a−1 = aで，他も同様である。
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系 3.26. A,Bは空でない集合とし，f : A → Bは写像とする。次の主張が正しい。

(1) 1−1
A = 1Aである。

(2) f が全単射であれば，その逆写像 f−1も全単射であり，等式 (f−1)−1 = f が成り立つ。

証明. 等式 1A1A = 1Aと ff−1 = 1B, f−1f = 1Aが成り立つからである。

系 3.27. A,B,Cは空でない集合とし，f : A → B, g : B → Cを写像とする。f, gが全単射

ならば，合成写像 gf : A → Cも全単射であって，等式 (gf)−1 = f−1g−1が成り立つ。

証明. 写像 gf が全単射であることは，定理 3.20に従う。f−1 : B → A, g−1 : C → Bである

ので，合成 f−1g−1は CからAへの写像である。写像の合成に関する結合法則 3.23(1)によ

れば

(gf)(f−1g−1) = ((gf)f−1)g−1 = (g(ff−1))g−1 = (g1B)g−1 = gg−1 = 1C

であって

(f−1g−1)(gf) = ((f−1g−1)g)f = (f−1(g−1g))f = (f−11B)f = f−1f = 1A

であるから，定理 3.24によって，等式 (gf)−1 = f−1g−1が得られる。

4 群のモデルとしての対称群Sn

4.1 置換

Xは空でない集合とし，SX = {f | f : X → Xは全単射である }とおくと，SX は写像の

合成を演算に群をなす。ここではXが有限集合の場合を解析し，群のモデルとしての対称群

Snの構造を述べたいと思う。

n ≥ 1を整数とし，X = {1, 2, · · · , n}とし，Sn = {f | f : X → Xは全単射である }とお

く。集合 Snは n!個の元よりなる。
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Snの元は 1, 2, · · · , nの順列に対応するので，Snの元をn文字の置換といい，Snをn次の対

称群と呼ぶことが多い。置換はσ, τ, ρのようなギリシャ文字で表すのが普通である。σ, τ ∈ Sn

としたとき，合成写像 στ を σと τ の積と呼ぶ。στ ∈ Snであるから，集合 Sn内では「かけ

算」ができるのである。

次の主張が正しい。

命題 4.1. σ, τ, ρ ∈ Snとする。

(1) 等式 (στ)ρ = σ(τρ)が成り立つ。

(2) e = 1X とおくと，e ∈ Snであって，等式 σe = eσ = σが成り立つ。

(3) σ−1 ∈ Snであって，等式 σσ−1 = σσ−1 = eが成り立つ。

問題 4.2. σ, τ, ρ ∈ Snとする。次の主張を証明せよ。

(1) στ = σρなら，τ = ρである。

(2) τσ = ρσなら，τ = ρである。

(3) στ = eなら，τ = σ−1, σ = τ−1である。

証明. σ−1(στ) = (σ−1σ)τ = eτ = τ , (τσ)σ−1 = τ(σσ−1) = τe = τ を用いよ。

σ ∈ Snとし，σを行列

σ =

(
1 2 3 · · · n

σ(1) σ(2) σ(3) · · · σ(n)

)

の形に書くとき，σ(i) = iとなる文字 iは省略する。例えば

σ =

(
1 2 3 4 5 6

1 6 3 5 2 4

)

であれば，1, 3を省き，単に

σ =

(
2 4 5 6

6 5 2 4

)
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と書く。更に

σ =

(
2 6 4 5

6 4 5 2

)
であって，この σは 2 7→ 6 7→ 4 7→ 5 7→ 2と動かしているのであるから，この順序だけ書い

てあれば σが何であるかが分るので，単に σ = (2, 6, 4, 5)と書くことにする。従って n = 10

のとき σ = (9, 2, 5, 7, 10, 8)とおけば

σ =

(
9 2 5 7 10 8

2 5 7 10 8 9

)

のことであり，省略されている文字も書けば

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 5 3 4 7 6 10 9 2 8

)

となる。より一般に σ = (a1, a2, · · · , ar)と書けば

σ =

(
a1 a2 · · · ar−1 ar

a2 a3 · · · ar a1

)

のことであって，この表現の中に現れていない文字は，σによって動かされていない。(勿論，

r ≥ 1であり，a1, a2, · · · , arは1からnまでの異なる文字とする。特に (1) = (2) = · · · = (n) =

eである。) このような置換 (a1, a2, · · · , ar)を長さ rの巡回置換といい，(2, 6) =

(
2 6

6 2

)
の

ように，長さ 2の巡回置換 (a, b) (1 ≤ a, b ≤ n, a ̸= b)を互換と呼ぶ。

σ1, σ2, · · · , σℓ ∈ Snに対し

σ1σ2 · · · σℓ = (· · · ((σ1σ2)σ3) · · · )σℓ

と定める。即ち σ1σ2σ3 = (σ1σ2)σ2，σ1σ2σ3σ4 = (σ1σ2σ3)σ4 であって，ℓ ≥ 2 なら等式

σ1σ2 · · ·σℓ = (σ1σ2 · · · σℓ−1)σℓが成り立つ。

問題 4.3. σ1, σ2, · · · , σℓ, τ1, τ2, · · · , τm ∈ Snとすれば等式

(σ1σ2 · · · σℓ)(τ1τ2 · · · τm) = σ1σ2 · · · σℓτ1τ2 · · · τm

が成り立つ。
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証明. mに関する数学的帰納法による。定義によりσ1σ2 · · · σℓτ1 = (σ1σ2 · · · σℓ)τ1であること

に注意せよ。

σ ∈ Snとせよ。σ0 = eと定め, σを ℓ回掛けて得られるSnの元をσℓと書く。即ち，σ1 = σ,

σ2 = σσ, σ3 = σ2σであって，σℓ = σℓ−1σ (ℓ ≥ 1)が成り立つ。負の整数 ℓ < 0に対しては，

σℓ = (σ−1)−ℓと定める。

問題 4.4. σ ∈ Snとする。次の主張が正しいことを確かめよ。

(1) 等式 σ−1σℓ = σℓ−1 (ℓ ≥ 1)が成り立つ。

(2) 任意の整数 ℓ,mに対し等式 σℓσm = σℓ+m, (σm)ℓ = σℓmが成り立つ。

証明. (1) ℓに関する数学的帰納法による。ℓ ≥ 2であって ℓ− 1までこの等式が正しいと仮定

してよいので，

σ−1σℓ = σ−1(σℓ−1σ) = (σ−1σℓ−1)σ = σℓ−2σ = σℓ−1

が成り立つ。

(2) 難しくはないが，かなり面倒くさい。

補題 4.5. σ ∈ Sn, i ∈ Xとせよ。このとき，必ずある整数 ℓ ≥ 1が存在して，等式 σℓ(i) = i

が成り立つ。

証明. Xσ = {σℓ(i) | 1 ≤ ℓ ∈ Z}とおくと，Xσ ⊆ X であるから，Xσ は有限集合であ

る。故に，整数 1 ≤ k < mを取って，等式 σk(i) = σm(i)が成り立つようにできる。従って

σ−1(σk(i)) = σ−1(σm(i))であるが，σ−1(σk(i)) = (σ−1σk)(i) = σk−1(i)であってσ−1(σm(i)) =

(σ−1σm)(i) = σm−1(i)であるから，k,mを両方とも 1づつ減らしながら，等式 σm−k(i) = i

が得られる。ℓ = m − kが求める整数である。

問題 4.6. σ ∈ Snとせよ。このとき，必ずある整数 ℓ ≥ 1が存在して，等式 σℓ = eが成り立

つことを確かめよ。
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証明. 補題 4.5の議論を用いよ。

命題 4.7. 全ての置換は幾つかの巡回置換の積として表される。即ち，σ ∈ Snとすれば，σ

は必ず

σ = (a1, a2, · · · , ar)(b1, b2, · · · , bs) · · · (c1, c2, · · · , ct)

のような形に表される。

証明. σ ∈ Snに対し I(σ) = {i | i ∈ Xであってσ(i) ̸= i}とおく。即ち，I(σ)は，置換 σに

よって動いてしまうような文字 iの全体からなる集合である。さて，この命題 4.5が正しくな

いと仮定せよ。すると，上のような形には決して表されないようなσ ∈ Snが存在する筈であ

る。このような σの中から集合 I(σ)の要素の個数が最小のものを選び，あらためてそれを σ

とする。すると，e = (1)であるから，σ ̸= eである。故に I(σ) ̸= ∅である。i ∈ I(σ)を一つ

取って固定し，整数 ℓ ≥ 1を σℓ(i) = iが成り立つように取る (補題 4.5参照)。このような等

式 σℓ(i) = iを成り立たせるような整数 ℓ ≥ 1を，文字 iに対し最小に選べば，σ(i) ̸= iであ

るから ℓ ≥ 2であって，しかも文字の列 i = σ0(i), σ(i), σ2(i), · · · , σℓ−1(i)はどの 2つも異な

る。実際, σm(i) = σk(i) (0 ≤ m < k ≤ ℓ− 1)であったならば，補題 4.5の証明と全く同じ理

由で，等式 σk−m(i) = iが導かれるが，1 ≤ k − m < ℓであるので，この等式 σk−m(i) = iは

整数 ℓの取り方に反するからである。τ = (i, σ(i), σ2(i), · · · , σℓ−1(i))とおき，ρ = στ−1とせ

よ。すると，ρ(i) = iであるから，i ̸∈ X(ρ)である。一方で，j ̸∈ X(σ)ならば，σ(j) = jで

あるので，j ̸= i, σ(i), σ2(i), · · · , σℓ−1(i)である。故に τ(j) = jであるので，τ−1(j) = jが成

り立つ。従って ρ(j) = (στ−1)(j) = σ(τ−1(j)) = σ(j) = jが得られる。即ち，X(ρ) ⊆ X(σ)

であって，かつ i ̸∈ X(ρ)であるから，集合X(ρ)の要素の個数は集合X(σ)の要素の個数よ

り真に小さい。故に σの選び方によって，置換 ρは

ρ = (a1, a2, · · · , ar)(b1, b2, · · · , bs) · · · (c1, c2, · · · , ct)

のような形に表されるはずである。しかしながら σ = ρτ であるので，等式

σ = (a1, a2, · · · , ar)(b1, b2, · · · , bs) · · · (c1, c2, · · · , ct)(i, σ(i), σ2(i), · · · , σℓ−1(i))
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が得られ，σも正しい形に表されることになる。これは σがそのような表現を持たないとい

う仮定に反する。故に命題 4.5は正しい主張である。

問題 4.8. 全ての置換は幾つかの共通文字のない巡回置換の積として表されることを証明せ

よ。即ち，σ ∈ Snとすれば，σは必ず

σ = (a1, a2, · · · , ar)(b1, b2, · · · , bs) · · · (c1, c2, · · · , ct)

のような形に表されるが，このとき巡回置換(a1, a2, · · · , ar), (b1, b2, · · · , bs), · · · , (c1, c2, · · · , ct)

は，どの 2つも共通文字を含まないように選べぶことができる。

証明. 命題 4.7の証明の記号で，巡回置換 (a1, a2, · · · , ar), (b1, b2, · · · , bs), · · · , (c1, c2, · · · , ct)

と (i, σ(i), σ2(i), · · · , σℓ−1(i))は，共通文字を含まないことを示す。

補題 4.9. a1, a2, · · · , ar ∈ X (r ≥ 2)であって，異なる文字とすれば，等式

(a1, a2, · · · , ar) = (a1, ar)(a1, ar−1) · · · (a1, a2)

が成り立つ。

証明. σ = (a1, a2, · · · , ar), τ = (a1, ar)(a1, ar−1) · · · (a1, a2)とおく。a1, a2, · · · , ar 以外の文

字は，σでも τ でも動かないので，両者による a1, a2, · · · , arの像がすべて一致すれば，等式

σ = τ が得られる。a1の像は

τ(a1) = [(a1, ar)(a1, ar−1) · · · (a1, a3)] ((a1, a2)(a1)) = [(a1, ar)(a1, ar−1) · · · (a1, a3)] (a2) = a2

である。同様に，τ(ai) = ai+1 (1 ≤ i < r)であって，τ(ar) = a1であることが示される。故

に σ = τ である。

系 4.10. n ≥ 2なら，n文字のいかなる置換も，幾つかの互換の積として表される。

問題 4.11. 置換

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

10 5 4 2 7 8 1 9 3 6

)
を互換の積として表せ。
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4.2 置換の符号

次の主張が正しい。

定理 4.12. n ≥ 2とする。与えられた n文字の置換を幾つかの互換の積として表したとき，

偶数個の互換の積として表されるか，それとも奇数個の互換の積として表されるかはその置

換のみで定まり，表現の仕方には依存しない。

証明には置換の符号を用いる。

定義 4.13. σ ∈ Snに対し

ε(σ) =


∏

i<j

σ(j) − σ(i)

j − i
(n ≥ 2のとき)

1 (n = 1のとき)

とおき，置換 σの符号と呼ぶ。但し
∏
は「積」を表す記号である。

命題 4.14. 次の主張が正しい。

(1) ε(στ) = ε(σ)ε(τ)

(2) ε(σ) = 1または ε(σ) = −1である。

(3) σが互換であれば，ε(σ) = −1である。

(4) ε(σ−1) = ε(σ)

証明. n ≥ 2としてよいであろう。ε(σ)2 =
∏
i<j

σ(j) − σ(i)

j − i
·
∏
j<i

σ(j) − σ(i)

j − i
であるから

ε(σ)2 =

∏
i<j(σ(j) − σ(i))·

∏
j<i(σ(j) − σ(i))∏

i<j(j − i)·
∏

j<i(j − i)

となり

ε(σ)2 =

∏
i̸=j(σ(j) − σ(i))∏

i̸=j(j − i)
= 1

が得られる。故に ε(σ) = 1または ε(σ) = −1である。

ε(στ) =
∏
i<j

[
σ(τ(j)) − σ(τ(i))

τ(j) − τ(i)
·τ(j) − τ(i)

j − i

]
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であるので

ε(στ) =
∏
i<j

σ(τ(j)) − σ(τ(i))

τ(j) − τ(i)
·
∏
i<j

τ(j) − τ(i)

j − i
= ε(σ)ε(τ)

が得られる。σ = (a, b) (1 ≤ a < b ≤ n)ならば，ε(σ)の符号は，1からnまでの整数の組 (i, j)

であって，i < jであるにも拘わらず σ(j) < σ(i)となるものの個数で定まる。このような組

(i, j)は全部で奇数 2(b−a)−1個あるから，ε(σ) = −1である。(1)より ε(σσ−1) = ε(σ)ε(σ−1)

であって，ε(e) = 1であるから，ε(σ−1) = ε(σ)が成り立つ。以上が (1), (2), (3), (4)の証明で

ある。

証明. さて定理 4.12を証明しよう。与えられた置換 σを σ = σ1σ2 · · · σℓ (σiは互換 )という

形で表せば，(1)と (3)より，等式 ε(σ) =
∏ℓ

i=1 ε(σi) = (−1)ℓが得られる。故に，互換 σiの

個数 ℓが偶数であるか奇数であるかは，σ = σ1σ2 · · · σℓという表現の仕方には拠らず，σの

みで決まることが分る。

問題 4.15. 置換

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

10 5 4 2 7 8 1 9 3 6

)
の符号を求めよ。

4.3 行列式

n次の正方行列

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · ·
an1 an2 · · · ann


に対し

det(A) =
∑
σ∈Sn

ε(σ)a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)

とおき，これをAの行列式という。
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4.4 偶置換と奇置換

ε(σ) = 1であるとき，置換 σは偶置換であるといい，ε(σ) = −1であるとき，奇置換であ

るという。An = {σ ∈ Sn | ε(σ) = 1}，Bn = {σ ∈ Sn | ε(σ) = −1}とおく。e ∈ Anである。

B1 = ∅であるが，n ≥ 2なら，(1, 2) ∈ Bnであるから，Bn ̸= ∅である。

命題 4.16. 次の主張が正しい。

(1) σ, τ ∈ Anなら，στ ∈ Anである。

(2) σ, τ ∈ Bnなら，στ ∈ Anである。

(3) n ≥ 2なら，集合AnとBnの要素の個数は，n!
2
に等しい。

証明. (3) ρ = (1, 2)とせよ。ρ2 = eであるから，任意のσ ∈ Snに対し，等式 (σρ)ρ = σ(ρρ) =

σe = σが成り立つ。故に，σ1ρ = σ2ρなら，σ1 = σ2である。さて，σ ∈ Anなら σρ ∈ Bn

であって，τ ∈ Bnなら τρ ∈ Anである。写像 f : An → Bn, g : Bn → Anを，f(σ) = σρ,

g(τ) = τρと定めれば，f, gは単射であるので，集合AnとBnは同じ個数の要素よりなるこ

とがわかる。Sn = An ∪ BnであってAn ∩ Bn = ∅であるから，集合AnとBnの要素の個数

は n!
2
である。

問題 4.17. 集合A2, A3, A4の元をすべて書き出せ。

証明. A4は次の 12個の置換よりなる。(
1 2 3 4

1 2 3 4

)
(

1 2 3 4

1 3 4 2

)
,

(
1 2 3 4

1 4 2 3

)
(

1 2 3 4

3 2 4 1

)(
1 2 3 4

4, 2 1 3

)
(

1 2 3 4

2 4 3 1

)
,

(
1 2 3 4

4 1 3 2

)
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(
1 2 3 4

2 3 1 4

)
,

(
1 2 3 4

3 1 2 4

)
(

1 2 3 4

2 1 4 3

)
,

(
1 2 3 4

3 4 1 2

)
,

(
1 2 3 4

4 3 2 1

)

定理 4.18. ∅ ̸= H ⊆ Snであり，任意の σ, τ ∈ Hに対し στ ∈ Hが成り立つとする。このと

き次の主張が正しい。

(1) e ∈ Hである。

(2) σ ∈ Hなら，σ−1 ∈ Hである。

(3) σ, τ ∈ Hなら，στ−1 ∈ Hである。

(4) σ, τ ∈ Snとせよ。R = {(σ, τ) ∈ Sn × Sn | σ−1τ ∈ H}とおけば，Rは集合 Sn上の同値関

係である。

(5) この同値関係Rに関する σ ∈ Snを含む類を C(σ)とすれば，等式 C(σ) = {στ | τ ∈ H}

が成り立つ。

(6) 任意の σ ∈ Snに対し，集合C(σ)は，集合Hと同じ個数の要素よりなる。

(7) 集合Hの要素の個数をmとすれば，mは n!の約数である。

証明. (1), (2) σ ∈ Hとし，写像 fσ : H → Hを fσ(τ) = στと定めれば，fσは単射である。実

際，fσ(τ1) = fσ(τ2)なら，στ1 = στ2であるから，問題 4.2より，τ1 = τ2が得られる。故に，

H は有限集合で写像 fσは単射であるから，fσは全射でもあり，σ ∈ H に対して fσ(τ) = σ

を満たす τ ∈ Hが必ず存在する。σ = στであるので，両辺に左からσ−1を掛けることによっ

て，τ = eが得られる。即ち e ∈ Hである。故に，写像 fσは全射であるから，fσ(ρ) = eと

なる ρ ∈ H が存在するが，このとき σρ = eであるから，問題 4.2より ρ = σ−1であること

がわかる。故に σ−1 ∈ Hである。

(3) (2)より τ−1 ∈ Hであるから，στ−1 ∈ Hとなる。
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(4) σ, τ, ρ ∈ Snとせよ。σ−1σ = e ∈ H であるから，σRσである。σRτ なら，σ−1τ ∈ H

であるから，(σ−1τ)−1 ∈ Hである。(σ−1τ)−1 = τ−1(σ−1)−1であって (σ−1)−1 = σであるか

ら，τ−1σ ∈ Hであり，τRσが得られる。σRτ, τRρなら，σ−1τ ∈ H, τ−1ρ ∈ Hであるから

σ−1ρ = (σ−1τ)(τ−1ρ) ∈ Hとなり，σRρである。故に，Rは Sn上の同値関係である。

(5) σH = {στ | τ ∈ H}とおく。C(σ) = {x ∈ Sn | σ−1x ∈ H}である。x ∈ C(σ)なら，

τ = σ−1xとおけば，τ ∈ H であって，しかも両辺に左から σを掛けることによって，等式

x = στ が得られる。故に x ∈ σH である。逆に，x ∈ σH を取り，x = στ (τ ∈ H)と表せ

ば，σ−1x = τ ∈ Hより，σRxとなる。Rは Sn上の同値関係であるから，xRσも成り立ち，

x ∈ C(σ)が得られる。故にC(σ) = σHである。

(6) 写像 g : H → C(σ) = σH, g(τ) = στ が，全単射であることによる。

(7) 商集合 Sn/Rの元の個数を ℓとすれば，Sn/Rは Snのクラス分けであって，(6)によっ

てどのクラスも同じ個数mの元よりなるので，Sn全体の個数 n!はmℓに等しい。故にmは，

n!の約数である。

問題 4.19. S3の部分集合Hで，H ̸= ∅であって，かつ任意の σ, τ ∈ Hに対し στ ∈ Hとな

るものを全て見つけよ。

5 環

5.1 演算

しばらくの間，Aは空でない集合とする。

定義 5.1. 直積集合A × AからAへの写像 µ : A × A → Aを集合A上の演算という。

即ち，集合A上の演算とは「Aの元の組 (a, b)を与えるごとに，この a, bを材料にAの元

cを新たに一つ作る規則」のことである。集合 A上の演算 µ : A × A → Aを一つ固定して

ものを考えるときは，簡単のため，Aの元の与えられた組 (a, b)から新たに得られるAの元
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c = µ(a, b)を，単に c = ab (或いは c = a + b, c = a ∗ bなどの記号)で表し，aカケル bと読

むことが多い。

ベクトルの和を考えよう。A = R3とする。a, b ∈ Aなら，a, bは 3次の実ベクトルである

から，

a =

a1

a2

a3

 , b =

b1

b2

b3


(ai, bi ∈ R)という形に表すことができる。すると a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3 ∈ Rであるから，こ

れらを並べて新しい 3次の実ベクトル

a1 + b1

a2 + b2

a3 + b3

が得られる。即ち，a, b ∈ Aを与えるごと

に，この a, bを材料に新たにAの元を一つ作る規則

µ : A × A → A, (

a1

a2

a3

 ,

b1

b2

b3

) 7→

a1 + b1

a2 + b2

a3 + b3



が得られる。このベクトル

a1 + b1

a2 + b2

a3 + b3

を a + bと書き，a, bの和と呼ぶ。即ち

a1

a2

a3

＋
b1

b2

b3

 =

a1 + b1

a2 + b2

a3 + b3


である。これがベクトルの和の定義であり，ベクトルの「和」は集合A = R3上の演算（の

一つ）である。

例 5.2. n ≥ 1は整数とすると，任意の σ, τ ∈ Snに対し合成写像 στ は Snの元であるから，

写像の合成は集合 Sn上に演算を定め，この演算に関して Snは群になる。

「代数学 2」で学んでいるはずであるが，念のために，群の定義を思い出しておこう。

問題 5.3. 上に定めた和+について集合R3はアーベル群をなすこと，即ち次の主張が正し

いことを確かめよ。

(1) （結合法則）∀a, b, c ∈ R3に対し，等式 (a + b) + c = a + (b + c)が成り立つ。
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(2) （交換法則））∀a, b ∈ R3に対し，等式 a + b = b + aが成り立つ。

(3) （単位元の存在）等式 a + 0 = 0 + a = aを，∀a ∈ R3に対して成り立たせるような元

0 ∈ R3が，R3内に少なくとも 1つ含まれている。

(4) （単位元の一意性）条件 (3)を満たす元 0 ∈ R3は，R3内で一意的に定まり，0 =

0

0

0

に
等しい。

(5) （逆元の存在）a ∈ R3とすれば，a + x = x + a = 0を満たすような元 x ∈ R3が，R3内

に少なくとも一つは含まれている。

(6) （逆元の一意性）条件 (5)を満たす x ∈ R3は，元 a =

a1

a2

a3

 ∈ R3に対し一意的に定ま

り，−a =

−a1

−a2

−a3

に等しい。
問題 5.4. Xは空でない集合とし，SX = {f | f : X → Xは全単射である }とおくと，SXは

写像の合成を演算に群をなす。確かめよ。

問題 5.5. G = {(a, b) | a, b ∈ R, a ̸= 0}とおき，(a, b)(c, d) = (ac, bc + d)によって，集合G

上に演算を定める。

(1) 集合Gはこの演算に関して群をなす，即ち，次の主張が正しいことを確かめよ。

(1.1) ∀α, β, γ ∈ Gについて，等式 (αβ)γ = α(βγ)が成り立つ。

(1.2) ある e ∈ Gが存在して，∀α ∈ Gに対し等式 αe = eα = αが成り立つ。

(1.3) (1.2)の条件を満たす e ∈ Gは，集合G内に一意的に定まる。

(1.4) α ∈ Gを与えれば，ある x ∈ Gが存在して等式 αx = xα = eが成り立つ。

(1.5) (1.4)の条件を満たす x ∈ Gは，与えられた元 α ∈ Gに対し一意的に定まる。

(2) Z(G) = {α ∈ G | αx = xα, ∀x ∈ G}とおく。Z(G) = {e}であることを確かめよ。
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(3) (問題8.16参照)　体R上の一変数多項式環R[X]のR-自己同型（環の同型写像σ : R[X] →

R[X]でRの元を動かさないもの）全体が，写像の合成を演算になす群をAutR R[X]で表すと

G ∼= AutR R[X]

である。証明せよ。

5.2 環の定義

定義 5.6. Rが環であるとは，Rは空でない集合であって，集合R上に 2つの演算が定めら

れていて，一方を加法+，他方を乗法×の記号で表すとき，次の 4条件が満たされることを

いう。

(1) +について集合Rはアーベル群をなす。即ち，次の主張が正しい。

(1.1) ∀a, b, c ∈ Rに対し，等式 (a + b) + c = a + (b + c)が成り立つ。

(1.2) ∀a, b ∈ Rに対し，等式 a + b = b + aが成り立つ。

(1.3) 等式 a + 0 = 0 + a = aが，∀a ∈ Rに対して成り立つような元 0 ∈ Rが，R内に少な

くとも一つは含まれている。

(1.4) a ∈ Rとすれば，a + x = x + a = 0を満たすような元 x ∈ Rが，R内に少なくとも一

つは含まれている。

(2) （乗法の結合法則）∀a, b, c ∈ Rに対し，等式 (ab)c = a(bc)が成り立つ。

(3) （分配法則）∀a, b, c ∈ Rに対し，等式 a(b + c) = ab + ac，(a + b)c = ac + bcが成り

立つ。

(4) （乗法に関する単位元の存在）等式 a1 = 1a = aが，∀a ∈ Rに対して成り立つような

元 1 ∈ Rが，R内に少なくとも一つは含まれている。
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命題 5.7. 定義 5.6に関し，次の主張が正しい。

(1) 条件 (1.3)を満たす 0 ∈ Rは，環R内で一意的に定まる。

(2) 条件 (1.4)を満たす x ∈ Rは，環R内で元 a ∈ Rに対し一意的に定まる。(これを−aと

書く。）

(3) 条件 (4)を満たす 1 ∈ Rは，環R内で一意的に定まる。（これを環Rの 単位元と呼ぶ。）

問題 5.8. 命題 8.4内の主張が正しいことを確かめよ。

乗法について交換法則が成り立つような環（即ち，∀a, b ∈ Rに対し，等式 ab = baが成り

立つような環）を可換環という。

問題 5.9. 次の主張が正しいことを証明せよ。

(1) 集合R3は，次の和と積を演算に，可換環をなすことを確かめよ。a1

a2

a3

 +

b1

b2

b3

 =

a1 + b1

a2 + b2

a3 + b3

 ,

a1

a2

a3

 ·

b1

b2

b3

 =

a1b1

a2b2

a3b3

 .

(2) e1 =

1

0

0

 , e2 =

0

1

0

 , e3 =

0

0

1

とおくと，可換環R3内では

eiej = δi,jei (1 ≤ i, j ≤ 3)

が成り立つ。

例 5.10. (1) Z，Q，R，Cは，数の加法と乗法を演算に，可換環をなす。

(2) 整数 n ≥ 1に対し，n次の複素正方行列全体のなす集合をMn(C)によって表すと，集合

Mn(C)は行列の和と積を演算に環をなす。n ≥ 2のときは，交換法則が成り立たず，Mn(C)

は可換環ではない。
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証明. (2) 例えば n = 2のときを考え，a =

(
0 1

0 0

)
, b =

(
1 0

0 0

)
とすれば

ab =

(
0 0

0 0

)
= 0, ba =

(
0 1

0 0

)
= a ̸= 0

であるから，ab ̸= baであり，積に関する交換法則は成り立たない。

環R内では，a − b = a + (−b)によって，減法を定める。

命題 5.11 (環演算の基本的性質). Rは環とする。

(1) a, b ∈ Rについて，a + b = 0なら，等式 a = −b, b = −aが成り立つ。故に，−0 = 0

であり，∀a ∈ Rに対し，−(−a) = aである。

(2) a ∈ Rのとき，a + a = aなら a = 0である。

(3) ∀a, b, c ∈ Rに対し，次の等式が成り立つ。

(3.1) a0 = 0a = 0

(3.2) (−a)b = a(−b) = −ab

(3.3) −a = (−1)a，(−a)(−b) = ab

(3.4) a(b − c) = ab − ac，(a − b)c = ac − bc

問題 5.12. 命題 5.11内の主張が正しいことを確かめよ。

従って，環R内で 1 = 0が成り立てば，いかなる元 a ∈ Rに対しても a = a1 = a0 = 0と

なり，R = {0}を得る。このような環を零環と呼ぶ。

以下このテキストで，Rが環であると言えば，1 ̸= 0，即ちRは零環ではないものとする。

問題 5.13. A = Z × Qとする。
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(1) 集合Aは，次の加法と乗法を演算に，可換環をなすことを確かめよ。

(a, x) + (b, y) = (a + b, x + y), (a, x)(b, y) = (ab, ay + bx)

(2) この環Aの中では，∀x, y ∈ Q \ {0}について，(0, x)(0, y) = 0が成り立つことを確か

めよ。

この環Aの中では，1 = (1, 0)，0 = (0, 0)である。この環AをZ上Qのイデアル化と呼ぶ。

問題 5.14.

A =

{ (
a b

0 a

) ∣∣∣∣ a ∈ Z, b ∈ Q
}

⊆ M2(Q)

とおくと，Aは行列の和と積を演算に可換環をなすことを確かめ，単元群A×を決定せよ。

問題 5.15. Xは空でない集合とし，A = {f | f : X → R}とおく。すなわち，AはX上で

定義される実関数の全体よりなる集合である。次の問いに答えよ。

(1) 集合Aは，次の加法と乗法を演算に，可換環をなすことを確かめよ。

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (fg)(x) = f(x)g(x)

(2) X = Rとする。各 n ∈ Zに対し

In = {f ∈ A | f(x) = 0, n ≤ ∀x ∈ R}

とおく。集合 Inは環Aのイデアルであって，∀n ∈ Zについて In ( In+1となることを

確かめよ。（イデアルの定義は 6.4を見よ。）従って，この環AはNoether環ではない。

（Noether環の定義は 11.5を見よ。）

問題 5.16. i =
√
−1とし，A = {a + bi | a, b ∈ Z}とする。

(1) 集合Aは，数の和と積を演算に，可換環をなすことを確かめよ。

(2) α ∈ Aに対し，元 β ∈ Aが存在して等式αβ = 1が成り立つという。このようなα ∈ A

をすべて求めよ，即ち，集合A×の元をすべて求めよ。（単元群A×については，問題

5.48を見よ。）
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5.3 環の準同型写像と部分環

定義 5.17. Sは環とする。Sの部分集合 Rは次の条件を満たすとき，Sの部分環であると

いう。

(1) Rは環 Sの単位元 1を含む。

(2) ∀x, y ∈ Rに対し，x + y,−x, xy ∈ Rである。

問題 5.18. Rが環 Sの部分環であれば，Rは環 Sの和と積を演算に環をなす（Sが可換な

ら，Rも可換である）ことを確かめよ。

問題 5.19. C内で Z[i] = {a + bi | a, b ∈ Z}，Q[ω] = {a + bw | a, b ∈ Q} (w = −1+
√

3i
2

)とお

けば，Z[i]とQ[ω]は環Cの部分環である。確かめよ。

以下R,Sは環とする。

定義 5.20. 写像 f : R → Sは次の 2条件を満たすとき，環の準同型写像であるという。

(1) ∀a, b ∈ Rに対し，f(a + b) = f(a) + f(b)，f(ab) = f(a)f(b)である。

(2) f(1) = 1である。

環準同型写像の合成は，環準同型写像である。環Rに対し，恒等写像 1R : R → R, a 7→ a

は，環準同型写像である。

命題 5.21. f : R → S が環の準同型写像なら，∀a, b ∈ Rに対し，等式 f(−a) = −f(a)，

f(a − b) = f(a) − f(b)と，f(0) = 0が成り立つ。故に，環準同型写像 f の像

f(R) = {f(a) | a ∈ R}

は，Sの部分環である。

問題 5.22. 命題 5.21内の主張が正しいことを確かめよ。
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問題 5.23. 次の主張が正しいことを確かめよ。

(1) 写像 f : C → C，f(a + bi) = a− bi (a, b ∈ R, i =
√
−1)は，環の準同型写像であって，全

単射である。

(2) Rから環M2(R)への写像 gを

g(a) =

(
a 0

0 a

)
と定めると，写像 gは環の準同型写像となる。この写像 gは単射であるが，全射ではない。

問題 5.24. f : R → Rが環準同型写像なら，等式 f = 1Rが成り立つことを証明せよ。

問題 5.25. A = Z×Q，B =

{ (
a b

0 a

) ∣∣∣∣ a ∈ Z, b ∈ Q
}

⊆ M2(Q)とし，それぞれ問題 5.13，

問題 5.14のようにして，可換環とみなす。このとき，写像

φ : A → B, (a, b) 7→

(
a b

0 a

)
(a ∈ Z, b ∈ Q)は，環の準同型写像で全単射であることを確かめよ。

問題 5.26. 問題 5.13で，f : R → Zを f(a, x) = a，g : Z → Rを g(a) = (a, 0)と定めれば，

f, gは環の準同型写像であって，fg = 1Zとなることを確かめよ。

問題 5.27. 問題 5.9のように集合 R3を可換環とみなす。このとき各 1 ≤ i ≤ 3について，

写像

pi : R3 → R,

a1

a2

a3

 7→ ai

とおくと，次の主張が正しい。確かめよ。

(1) 各 piは環準同型写像で全射である。

(2) f : R → R3, x 7→

x

x

x

 も，環準同型写像であって，各 1 ≤ i ≤ 3について，等式

pi·f = 1R

が成り立つ。
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(3) Ker p1 = (e2, e3)である。但し，e2 =

0

1

0

, e3 =

0

0

1

 とする。(Ker p1の定義は定義

5.32を，イデアルの生成元については問題 5.37を参照せよ。)

問題 5.28. 環準同型写像 f : R → Sが全単射なら，逆写像 f−1 : S → Rも環の準同型写像

である。確かめよ。

問題 5.29. R,Sを環とする。環の同型写像 f : R → S，即ち，環の準同型写像 f：R → Sで

全単射であるものが，少なくとも一つ存在するとき，環 Rと環 Sは互いに同型であるとい

う。二つの環R,Sが同型であることを，R ∼= Sとかく。∼=は環の間の同値関係であること

を確かめよ。

問題 5.30.

D =

{(
a b

−b a

)
a, b ∈ R

}
⊆ M2(R)

とおく。次の主張が正しいことを確かめよ。

(1) Dは行列環M2(R)の可換な部分環である。

(2) 写像 φ : C → D, a + bi 7→

(
a b

−b a

)
(a, b ∈ R)は，環の同型写像で，従ってC ∼= D

である。

問題 5.31. Rを環とし

Aut R = {σ | σ : R → Rは環の同型写像である }

とおく。集合Aut Rは SRの部分群であり，写像の合成を演算に群をなすことを確かめよ。

定義 5.32. 環の準同型写像 f : R → Sに対し

Ker f = f−1({0}) (= {a ∈ R | f(a) = 0})

と定め，これを f の核と呼ぶ。集合Ker f は次の性質を持つ。
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(1) 0 ∈ Ker f

(2) x, y ∈ Ker f，a ∈ Rならば，x + y, ax, xa ∈ Ker f である。

証明. f(0) = 0であるから，0 ∈ Ker f となる。x, y ∈ Ker f，a ∈ Rならば，f(x + y) =

f(x) + f(y) = 0 + 0 = 0, f(ax) = f(a)f(x) = f(a)·0 = 0，f(xa) = f(x)f(a) = 0·f(a) = 0

である。故に x + y, ax, xa ∈ Ker f である。

命題 5.33. 環の準同型写像 f : R → Sが単射であるための必要十分条件は，Ker f = {0}が

成り立つことである。

証明. f は単射とする。a ∈ Ker f なら f(a) = 0 = f(0)であるから，a = 0が従う。故に

Ker f = {0}である。Ker f = {0}とせよ。a, b ∈ Rが f(a) = f(b)を満たすなら，f(a− b) =

f(a)− f(b) = f(b)− f(b) = 0であるから，a− b ∈ Ker f = {0}である。故に a− b = 0であ

り，等式 a = bが従う。即ち写像 f は単射である。

問題 5.34. {Rλ}λ∈Λは，空ではない集合 Λを添え字に持つ環の族とする。次の主張が正し

いことを証明せよ。

(1) 直積集合R =
∏

λ∈Λ Rλ = {{aλ}λ∈Λ | ∀λ ∈ Λについて，aλ ∈ Rλ}は，成分ごとの和と

積を演算に，環をなす。即ち，a = {aλ}λ∈Λ, b = {bλ}λ∈Λ ∈ Rに対し

a + b = {aλ + bλ}λ∈Λ, a·b = {aλ·bλ}λ∈Λ

とすると，この和と積に関して，Rは環となる。

(2) 各 λ ∈ Λに対し，pλ : R → Rλ, a = {aλ}λ∈Λ 7→ aλとすると，pλは環の準同型写像で全

射である。

(3) Rが可換環であるための必要十分条件は，すべての λ ∈ Λについて環Rλが可換環で

あることである。

46



(4) ∀λ ∈ Λについて，環Rλは可換環とせよ。このとき，♯Λ ≥ 2なら，環Rは決して整域

ではない。（整域の定義は，定義 6.49を見よ。）

5.4 イデアルと剰余類環

Rは環とする。

定義 5.35. Iが環Rのイデアルであるとは，次の 2条件が満たされることをいう。

(1) ∅ ̸= I ⊆ Rである。

(2) ∀a ∈ R, ∀x, y ∈ Iに対し，x + y, ax, xa ∈ Iである。

Rが可換環のときは，条件 (2)は「a ∈ R, x, y ∈ Iなら，x + y, ax ∈ I」と同値である。

例えば，集合 {0}とR自身は，環Rのイデアルである。与えられた環Rの中に，どのよ

うなイデアルがどのくらい多様に含まれているかは，環Rの構造の複雑さ (豊かさ）を測る

指標の一つとなる。

補題 5.36. Iが環Rのイデアルであれば，Iは加法群Rの部分群である。即ち，∀x, y ∈ Iに

対し，x − y ∈ Iが成り立つ。故に 0 ∈ Iである。

証明. x, y ∈ Iなら，−y = (−1)y ∈ Iであるから，x − y = x + (−y) ∈ Iとなる。

問題 5.37. 次の主張を証明せよ。（問題 12.1を参照せよ。）

(1) I1 ⊆ I2 ⊆ · · · ⊆ Ii ⊆ · · · を環Rのイデアルの列（このような列を環Rのイデアルの昇

鎖という）とすれば，和集合 I =
∪

i≥1 Iiも環Rのイデアルである。

(2) I, J をRのイデアルとし，I + J = {a + b | a ∈ I, b ∈ J}とおく。I + J, I ∩ J も環R

のイデアルであって，I ∪ J ⊆ I + J となる。（I + J を Iと J の和という。）
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(3) 環Rのイデアル I, J に対し，

IJ = {a1b1 + a2b2 + · · · + anbn | n ≥ 1で,各 1 ≤ i ≤ nについて ai ∈ I, bi ∈ J}

とおくと，IJ も環Rのイデアルであって，IJ ⊆ I ∩ J となる。（IJ を I と J の積と

いう。）

問題 5.38. Aは可換環とする。a1, a2, · · · , an ∈ A (n ≥ 1)を取って，

I = {x1a1 + x2a2 + · · · + xnan | xi ∈ A}

とおく。次の主張 (1)，(2)，(3)，(4)を証明せよ。

(1) 1 ≤ ∀i ≤ nについて ai ∈ Iである。

(2) IはAのイデアルである。

(3) J がAのイデアルで，1 ≤ ∀i ≤ nについて ai ∈ J なら，I ⊆ J である。

即ち，Iは a1, a2, · · · , anのすべてを含む最小のイデアルである。この Iを a1, a2, · · · , anで生

成されたイデアルといい，I = (a1, a2, · · · , an)または I = (a1, a2, · · · , an)Aと表す。一つの

元 a ∈ Aで生成されたイデアル I = (a)は単項イデアルという。

aはAのイデアルとする。有限個の元a1, a2, · · · , an ∈ A (n ≥ 1)を選んでa = (a1, a2, · · · , an)

と表すことができるとき，イデアル aは有限生成であるという。

(4) I, J はAのイデアルとする。I, J が有限生成なら，I + J, IJ も有限生成である。

問題 5.39. Iを環Rのイデアルとするとき，I = Rであることと 1 ∈ Iとは同値である。確

かめよ。

問題 5.40. 自然数 n ≥ 1を取り，Mn(C)によって，n次の複素正方行列の全体がなす環を表

す。（環Mn(C)における和と積は，行列の和と積である。）このとき，次の主張が正しいこ

とを証明せよ。
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(1) 環R = Mn(C)のイデアルは，Rと {0}だけである。

(2) すべての環準同型写像φ : R → Sは単射である。

定理 5.41. Iは環Rのイデアルとする。

(1) 2元 a, b ∈ Rに対し，a − b ∈ I であることを a ∼ bとかくと，∼は集合R上の同値関係

である。

(2) 元 a ∈ Rに対し，aによって，元 aを含む同値類C(a) = {x ∈ R | x ∼ a}を表すと，等式

a = a + I = {a + i | i ∈ I}

が成り立つ。（aは a mod Iと書くこともある。）

(3) 和と積を次のように定めると，定義 5.6の 4条件が満たされ，商集合R/I = {a | a ∈ R}

は環となる（R/Iは零環になることもある）。Rが可換なら，環R/Iも可換である。

a + b = a + b, ab = ab

環R/Iを IによるRの剰余類環という。

(4) 環R/Iが零環であるための必要十分条件は，1 ∈ I，即ち I = Rである。

(5) 自然な全射 f : R → R/I, f(a) = aは環の準同型写像であって，I = Ker f が成り立つ。

証明. (1) a− a = 0 ∈ Iである。a− b ∈ Iなら b− a = −(a− b) ∈ Iである。 a− b, b− c ∈ I

なら，a − c = (a − b) + (a − c) ∈ Iである。

(2) x ∈ aなら，x ∼ aすなわちx−a ∈ Iであるから，i = x−aとおけば，x = a+ i ∈ a+I

が得られる。逆に x ∈ a + I を取り x = a + i (i ∈ I)と表すと，x − a = i ∈ I であるから，

x ∼ aが成り立ち，x ∈ aとなる。故に，a = a + Iである。

(3) a = a1, b = b1ならば，a = a1 + i, b = b1 + j (i, j ∈ I)と表されるので，a + b =

(a1 + b1) + (i + j), ab = a1b1 + (a1j + ib1 + ij)である。i + j, a1j + ib1 + ij ∈ I である
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から，a + b ∼ a1 + b1, ab ∼ a1b1 となり，等式 a + b = a1 + b1, ab = a1b1 が成り立つ。

即ち，この加法と乗法は，well-definedである。商集合R/Iが環になる（Rが可換なら，環

R/Iも可換である）ことは，忠実に環の定義を検証することによって確かめることができる。

0 = 0, − a = −a, 1 = 1である。

(4) 1 = 0であることと 1 ∈ Iは同値である。

(5) a = 0と a = a − 0 ∈ Iとは同値である。故にKer f = Iである。

例 5.42. （問題 5.62参照）(7) = {7n | n ∈ Z}とする。(7)は Zのイデアルである。a ∈ Z

を取り

a = 7q + r (q, r ∈ Z, 0 ≤ r ≤ 6)

と表す。即ち rは aを 7で割った余りである。a − r = 7q ∈ (7)であるから，a ∼ rであり，

a = rとなる。故に

Z/(7) = { 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 }

であって，Z/(7)が整数を7で割った剰余（類）の集合に他ならないことがわかる。0 ≤ i, j ≤ 6

の範囲にある整数 i, j については，i − j が 7の倍数なら i = j であるから，7つの剰余類

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6は互いに異なり，♯(Z/(7)) = 7を得る。Z/(7)は可換環である（定理 5.41）が，

積の表

× 0 1 2 3 4 5 6

0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5 6

2 0 2 4 6 1 3 5

3 0 3 6 2 5 1 4

4 0 4 1 5 2 6 3

5 0 5 3 1 6 4 2

6 0 6 5 4 3 2 1

より，体をなすことがわかる。（体の定義は，5.58を見よ。）

定理 5.43. Iは環Rのイデアルで I ̸= Rなるものとし，f : R → R/I, a 7→ aを自然な環準

同型写像とする。このとき次の主張が正しい。
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(1) J が環Rのイデアルなら，f(J) = {a | a ∈ J}は環R/Iのイデアルである。

(2) Kが環R/Iのイデアルなら，f−1(K) = {a ∈ R | a ∈ K}は環Rのイデアルであって，

I ⊆ f−1(K)である。

(3) S = {J | J は環Rのイデアルで I ⊆ J}，T = {K | Kは環R/Iのイデアル }とおく。

写像 φ : S → T , J 7→ f(J)は全単射である。

(4) J1, J2 ∈ Sのとき，J1 ⊆ J2であるための必要十分条件は，f(J1) ⊆ f(J2)が成り立つこ

とである。

証明. (1)，(2) は，正直に確認すればよい。(3) を見よう。(2) より，∀K ∈ T について，

f−1(K) ∈ Sであるから，ψ(K) = f−1(K)とおくことにより，写像ψ : T → S, K 7→ f−1(K)

が得られる。φ·ψ = 1T , ψ·φ = 1S であることを確かめよう。J ∈ S とする。ψ(φ(J)) =

f−1(f(J))であるから，J ⊆ ψ(φ(J))は自明に正しい。a ∈ ψ(φ(J))なら，f(a) ∈ f(J)であ

るから，ある j ∈ Jが存在して等式 f(a) = f(j)が成り立つ。f(a) = a, f(j) = jであるので，

a − j ∈ Iとなるが，ここで I ⊆ J であるから, a − j ∈ J が従い，j ∈ J であるので，a ∈ J

となる。故にψ(φ(J)) = J，即ちψ·φ = 1Sが得られる。K ∈ T とせよ。φ(ψ(K)) = Kを示

す。φ(ψ(K)) = f(f−1(K))である。x ∈ f(f−1(K))なら，x = f(a) (a ∈ f−1(K))とかくと，

a ∈ f−1(K) = {a ∈ R | f(a) ∈ K}であるから，x = f(a) ∈ K，即ち f(f−1(K)) ⊆ Kであ

る。逆に x ∈ K をとり x = a (a ∈ R)と表すと，x ∈ K であるので a ∈ f−1(K)が得られ，

x = f(a) ∈ f(f−1(K))が従う。故にK ⊆ f(f−1(K))であり，等式 φ(ψ(K)) = Kが得られ，

φ·ψ = 1T が示される。主張 (4)は明らかである。

5.5 環の同型定理

R, Sは環とする。
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定理 5.44 (環の準同型定理). f : R → Sは環の準同型写像，I は環 Rのイデアルとする。

I ⊆ Ker f なら，f = ghを満たす環の準同型写像 g : R/I → S が唯一つ定まる。但し，

h : R → R/I, a 7→ aは自然な環準同型写像とする。

証明. 写像 g : R/I → S を g(a) = f(a)で定める。この写像 gは well-definedである。実

際，2元 a, b ∈ Rが等式 a = bを満たすなら，a − b ∈ I である。I ⊆ Ker f であるから，

f(a) − f(b) = f(a − b) = 0となり，f(a) = f(b)が得られる。この gが環準同型写像であっ

て，等式 f = ghが成り立つことを確かめるのは，きわめて容易である。写像 gの一意性は，

写像 hが全射であることに従う。

系 5.45. f : R → Sは環の準同型写像で全射であると仮定し，I = Ker f とおく。h : R →

R/I, a 7→ aは自然な環準同写像とする。このとき，定理 5.44によって得られた環準同型写

像 g : R/I → Sは，全単射（従ってR/I ∼= S）である。

証明. fが全射だから，gも全射である。，I = Ker fであるから，g(a) = f(a) = 0なら a ∈ I

となり，a = 0が得られる。故にKer g = {0}であって，命題 5.33より，gは単射であること

がわかる。

5.6 整域と体

Rは環とする。

定義 5.46. 元 a ∈ Rに対し，等式 ax = xa = 1を満たす x ∈ Rが存在するとき，a ∈ RはR

の単元であるという。

問題 5.47. 定義 5.46における x ∈ Rは，元 a ∈ Rに対し，R内で一意的に定まる。確かめ

よ。(このxを aの逆元と呼び，x = a−1と表す。)

問題 5.48. 次の主張が正しいことを確かめよ。

(1) 1 ∈ Rは単元であって，1−1 = 1が成り立つ。
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(2) a, b ∈ Rが単元なら，abも単元であって，等式 (ab)−1 = b−1a−1が成り立つ。従って

a ∈ Rが単元なら，−aも単元である。

(3) R× = {a ∈ R | aはRの単元である }とおくと，集合R×は，環Rの積を演算に群を

なす。

(4) R× ⊆ R \ {0}である。

R×を環Rの単元群という。（R×は，U(R)とかくこともある。）

問題 5.49. f : R → Sが環の準同型写像なら，f(R×) ⊆ S×であって，∀a ∈ R×について等

式 f(a)−1 = f(a−1)が成り立つ。従って，φ : R× → S×, a 7→ f(a)は，群の準同型写像であ

る。確かめよ。

問題 5.50. Iを環Rのイデアルとする。I = Rであるための必要十分条件は，I ∩R× ̸= ∅で

ある。確かめよ。

以下Aは可換環とする。

a, b ∈ Aとする。a ∈ A×なら，方程式 ax = bは唯一つの解 x = a−1·bを持つ。これを b

a
と

書くことにすれば，
1

a
= a−1であり，次の主張が正しい。

命題 5.51. a, b, c, d ∈ Aで a, c ∈ A×とすると，次の等式が成り立つ。

(1)
b

a
+

d

c
=

bc + ad

ac
,

b

a
·d
c

=
bd

ac

(2)
cb

ca
=

b

a

(3) − b

a
=

−b

a
=

b

−a
,

0

a
= 0,

b

a
− d

c
=

bc − ad

ac

(4)
b

1
= b

問題 5.52. 命題 5.51内の等式が正しいことを確かめよ。
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a ∈ Aに対し，写像 â : A → Aを â(x) = ax, x ∈ Aによって定める。

問題 5.53. a ∈ Aについて，次の条件は同値である。確かめよ。

(1) a ∈ A×である。

(2) 写像 âは全射である。

(3) 写像 âは全単射である。

定義 5.54. a ∈ Aとする。x ∈ Aについて，ax = 0ならば必ず x = 0となるとき，元 aは環

Aの非零因子であるという。

問題 5.55. a ∈ Aとする。次の条件は同値であることを確かめよ。

(1) aはAの非零因子である。

(2) 写像 âは単射である。

従って，a ∈ A×なら，元 aは非零因子である。

非零因子は必ずしも単元ではない。例えば，環 Z内では，0 ̸= ∀a ∈ Zは非零因子である

が，a ̸= 1,−1なら，単元ではない。

定義 5.56. 0 ̸= ∀a ∈ Aが非零因子であるとき，即ち，a, b ∈ Aに対し，a, b ̸= 0なら必ず

ab ̸= 0となるとき，環Aは整域であるという。

Z, Q, R, Cは整域である。整域の部分環は整域である。2·3 = 6 = 0であるが，2, 3 ̸= 0で

あるから，剰余類環 Z/(6)は整域ではない。

問題 5.57. 問題 5.13の環Aは整域でないことを確かめよ。

定義 5.58. Kは可換環で，環Kの 0と異なる全ての元が単元であるとき，即ち，等式K× =

K \ {0}が成り立つとき，Kは体であるという。
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Q, R, Cは体である。Galoisの理論は体の代数拡大の理論である。その一部は第 10節で取

り扱う。

問題 5.59. K1 = {a + b
√

2 | a, b ∈ Q}, K2 = {a + bi | a, b ∈ Q}とおけば，集合K1, K2は，

体Cの部分環であって，体をなすことを確かめよ。

問題 5.60. Aは可換環とする。環 Aに関する次の 3条件は，互いに同値であることを証明

せよ。

(1) Aは体である。

(2) 環Aのイデアルは，Aと {0}のみである。

(3) 全ての環準同型写像 f : A → Bは単射である。

問題 5.61. 次の主張が正しい。証明せよ。

(1) 体の部分環は整域である。（逆も正しい。定理 7.10を見よ。）

(2) Aは可換環とする。Aが有限集合なら，環Aの非零因子は必ずAの単元である。

(3) 環Aが有限集合で整域なら，Aは体である。

問題 5.62. 次の主張 (1), (2), (3)を証明し，問 (4)に答えよ。

(1) a ≥ 2は整数とする。環 Z/(a)は元の個数が a の有限集合である。

(2) a ≥ 2は整数とする。n ∈ Zについて，n ∈ Z/(a)が環 Z/(a)の単元であるための必要

十分条件は，a, nが互いに素であることである。

(3) 整数 p ≥ 2が素数なら，剰余類環 Z/(p)は体をなす。

(4) 体 Z/(11)と体 Z/(17)内で，次の計算を実行せよ。

3

2
+

7

6
,

5

4
·10

7
,

6

7
− 4

5
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5.7 極大イデアルと素イデアル

Aは可換環とする。

定義 5.63. P は環Aのイデアルとする。次の条件を満たすとき，P は環Aの素イデアルで

あるという。

(1) P ( Aである。

(2) a, b ∈ Aのとき，ab ∈ P ならば，a ∈ P であるかまたは b ∈ P が成り立つ。

問題 5.64. P は環Aの素イデアル，I, J はAのイデアルとする。このとき，IJ ⊆ P なら

ば，I ⊆ P であるか J ⊆ P が成り立つ。故に，イデアル I1, I2, · · · , Inに対し，等式

n∩
i=1

Ii = P

が成り立つなら，ある 1 ≤ i ≤ nについて Ii = P となる。証明せよ。

定理 5.65. P は環Aのイデアルであって，P ( Aなるものと仮定せよ。このとき，P が環

Aの素イデアルであるための必要十分条件は，剰余類環A/P が整域となることである。

証明. A/P は整域とする。ab ∈ P ならば，環A/P 内では ab = ab = 0であるから，a = 0か

b = 0となる。従って a ∈ P か b ∈ P が成り立つ。故に P は環Aの素イデアルである。同様

に，P が環Aの素イデアルならA/P が整域となることを確かめることができる。

定義 5.66. Mは環Aのイデアルとする。次の条件を満たすとき，Mは環Aの極大イデアル

であるという。

(1) M ( Aである。

(2) I を環Aのイデアルで，M ⊆ I ⊆ Aなるものとすれば，M = I かまたは I = Aが成

り立つ。
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定理 5.67. M は環Aのイデアルであって，M ( Aなるものと仮定せよ。このとき，M が

環Aの極大イデアルであるための必要十分条件は，剰余類環A/M が体をなすことである。

証明. A/Mは体であると仮定し，イデアルIはM ( Iなるものとする。a ∈ Iをa ̸∈ Mに取る

と，A/M内ではa ̸= 0であるから，aは逆元を持ち，あるx ∈ Aがあって等式x·a = 1が成り立

つ。1−ax ∈ M ⊆ Iであってa ∈ Iであるから，1 ∈ Iとなり，等式I = Aが従う。故にMは環

Aの極大イデアルである。逆に，Mは環Aの極大イデアルと仮定しよう。a ∈ Aは環A/M内

でa ̸= 0なるものとする。故にa ̸∈ Mである。従って，I = (a)+M = {ax+y | x ∈ A, y ∈ M}

とおくと，IはAのイデアルであってM ⊆ Iであるが，a ∈ I \M であるから，M ( Iとな

る。M は極大であるから，等式 I = Aが成り立ち，1 = ax + yとなる x ∈ Aと y ∈ M が存

在することがわかる。故に，A/M内では，等式 1 = a·x + y = a·xが成り立ち，元 aはA/M

の単元であることがわかる。即ちA/M は体である。

問題 5.68. 定理 5.67を，定理 5.43と問題 5.60を用いて証明せよ。

系 5.69. M がAの極大イデアルなら，M は素イデアルである。

可換環は，少なくとも一つ極大イデアルを含むことが知られている（定理 6.13）。

5.8 整数環Z

補題 5.70 (Euclidの補題). n,mは整数で n > 0とする。このとき，等式m = nq + r (0 ≤

r < n)が成り立つような整数の組 (q, r)がただ一つ存在する。

証明. 組 (q, r)としては，q = max{x ∈ Z | xn ≤ m}，r = m − nqを取ればよい。整数の

組 (q, r), (q′, r′)がどちらも定理に述べられた条件を満たすなら，n(q − q′) = r′ − rである。

|r′ − r| < nであるから，r′ = rとなり，q = q′が従う。

定理 5.71. IがZのイデアルなら，整数 a ≥ 0によって，I = (a)と表される。（このような

整数 a ≥ 0は，イデアル Iに対し一意的に定まる。）
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証明. I ̸= (0)としてよい。イデアル Iは少なくとも一つ正整数を含む。

a = min{x ∈ I | x > 0}

とおき，等式 I = (a)が成り立つことを示そう。a ∈ Iであるから，(a) ⊆ Iとなる。∀x ∈ I

を取ると，a > 0であるので，補題 5.70によって，x = aq + r，0 ≤ r < aと表すことができ

るが，r = x − aq ∈ Iであるから，正整数 aの最小性より r = 0が従い，x = aq ∈ (a)が得

られる。故に I = (a)である。

問題 5.72. 次の等式を満たす整数 d, ℓ > 0を求め，それぞれ最大公約数，最小公倍数である

ことを確かめよ。

(1) (3) + (7) = (d), (3) ∩ (7) = (ℓ)

(2) (6) + (8) + (12) = (d), (6) ∩ (8) ∩ (12) = (ℓ)

系 5.73. (1) I1 ⊆ I2 ⊆ · · · ⊆ Ii ⊆ · · · が Zのイデアルの昇鎖なら，番号 k ≥ 1を選んで，

∀i ≥ kについて等式 Ik = Iiが成り立つようにすることができる。

(2) Zのイデアル全体のなす集合をX とすれば，X の如何なる空でない部分集合 Sも，少な

くとも一つ包含関係に関する極大元 I (即ち，I ∈ S であってしかも I ( J となるような

J ∈ Sが存在しないような元 I) を含む。

証明. (1) I =
∪

n≥1 Inとおけば，I は Zのイデアルである。等式 I = (a)が成り立つよう

a ∈ Zをとり，a ∈ Ikとなるよう番号 k ≥ 1を選ぶ。このとき，i ≥ kなら a ∈ Iiであるか

ら，I = (a) ⊆ Iiであって，Ii ⊆
∪

n≥1 In = Iより，Ii = Iが従う。

(2) 集合Sが極大元を含まないならば，如何なる元 I ∈ Sに対しても，I ( Jとなる J ∈ S

が存在するので，イデアルの昇鎖 I1 ( I2 ( · · · ( Ii ( · · · が得られるが，これは (1)により

不可能である。

問題 5.74. Iが Zのイデアルで I ̸= Zなら，イデアル Iを含むような極大イデアルM が少

なくとも一つは存在する。確かめよ。
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定義 5.75. 整数 pは，イデアル (p)が環Zの極大イデアルであるとき，即ち，剰余類環Z/(p)

が体をなすとき，素数であるという。従って，pが素数なら，p ̸= 0,±1である。

定理 5.76. pは整数で p ̸= 0,±1とする。このとき次の条件は同値である。

(1) pは素数である。

(2) pは既約である。即ち，a, bが整数で p = abなら，a = ±1であるか又は b = ±1が成り

立つ。

証明. (1) ⇒ (2) p = ab (a, b ∈ Z)とする。ab ∈ (p)である。(p)は素イデアルなので，a ∈ (p)

であるか b ∈ (p)が成り立つ。b ∈ (p)とし，b = pc (c ∈ Z)と表すと，p = p(ac)であるから，

ac = 1となり，a = ±1が得られる。

(2) ⇒ (1) I = (p)おく。I ̸= Zである。I が極大イデアルであることを示そう。J を環 Z

のイデアルとし，I ⊆ J ( Zと仮定する。0 ̸= p ∈ J である。J は単項であるから，J = (a)

となる整数 a ≥ 2が得られるが，a|pなので，(2)の仮定より a = ±pであり，等式 I = J が

従う。故に，Iは極大イデアルで，pは素数である。

定理 5.77. a ≥ 2が整数なら，有限個の素数 p1, p2, · · · , pn (pi ≥ 2)を選んで，等式 a =

p1p2 · · · pn が成り立つようにできる。素因数分解 a = p1p2 · · · pn (pi ≥ 2)は，順序の違いを

除いて，整数 a ≥ 2に対し一意的に定まる。

証明. 素因数分解を持たない整数 a ≥ 2が存在したと仮定する。この時

S = {(a) | 2 ≤ a ∈ Zで整数 aは素数分解を持たない }

と定めると，S ≠ ∅であるから，集合 S 内には，包含関係に関する極大元 I = (a) (a ≥ 2)

が存在する（系 5.73 (2)参照）。aは素因数分解を持たないので，aは素数ではなく，既約で

もない（定理 5.76参照）。整数 b, c ≥ 2を a = bcが成り立つようにとり，J = (b)，K = (c)

とおけば，b, c ≥ 2であるから，I ( J, I ( K となる。故に，イデアル I は集合 S 内で
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極大であるので，J,K ̸∈ S である。故に，整数 b, cはどちらも素因数分解を持ち，従って

a = bcも素因数分解を持つことになるが，不可能である。素因数分解の一意性を確認しよ

う。a = p1p2 · · · pn = q1q2 · · · qm (pi, qj ≥ 2，素数)とする。n = 1ならば，p1 = q1q2 · · · qm

である。p1は素数で，従って既約であるから，m = 1が従う。n > 1とし，n − 1以下では

素因数分解の一意性が成り立っていると仮定する。すると，q1q2 · · · qm ∈ (p1)より，ある素

数 qiについて，qi ∈ (p1)，即ち p1 = qiが成り立つ（定理 5.76）。並べ替えて p1 = q1と仮定

してよい。すると，p2 · · · pn = q2q3 · · · qmであるから，帰納法の仮定より，n = mと pi = qi

(2 ≤ i ≤ n)とが従う。

整数 a, bについて，bが aの倍数であることを，a|bと書く。

系 5.78. 素数の個数は無限である。

証明. 正の素数が有限個 {p1, p2, · · · , pn}しか存在しないと仮定し，a = p1p2 · · · pn + 1とお

くと，a ≥ 2であるから，定理 6.71によって，p|aとなる素数 p ≥ 2が存在する。この pは，

pi (1 ≤ i ≤ n)のどれかであるから，p = p1とすれば，p1|a, a = p1p2 · · · pn + 1より，p1|1と

なる。これは不可能である。

整数 a1, a2, · · · , anを取り，I = (a1, a2, · · · , an)とおく。整数 d ≥ 0を等式 I = (d)が成り

立つように取れば，ai ∈ I = (d)であるから，d|aiが全ての 1 ≤ i ≤ nに対して成り立つ。一

方，d ∈ Iであるから，d =
n∑

i=1

xiai (xi ∈ Z)と表すことができる。故に，整数 e ∈ Zが全て

の 1 ≤ i ≤ nに対し e|aiなら，e|dが成り立つ。即ち dは a1, a2, · · · , anの最大公約数である。

即ち，次の定理が得られる。

命題 5.79. d = GCD(a1, a2, . . . , an)とおくと，整数 {xi}1≤i≤nが存在して，等式

d =
n∑

i=1

aixi

が成り立つ。
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問題 5.80. 整数 a1, a2, . . . , anに対し，0 ≤ ℓ ∈ Zを等式

n∩
I=1

(ai) = (ℓ)

が成り立つように取ると，ℓは a1, a2, . . . , anの最小公倍数である。確かめよ。

系 5.81. a, bを整数とすれば，a, bが互いに素であるための必要十分条件は，等式 1 = ax+by

が成り立つような整数 x, yが存在することである。

系 5.82. a, b，cは整数とせよ。a, bが互いに素であって a|bcなら，a|cである。

証明. bc = adとし，整数x, yを取り 1 = ax+byと表すと，等式 c = acx+bcy = acx+ady =

a(cx + dy)が得られ，a|cが従う。

6 埋め込みの原理とZornの補題

6.1 埋め込みの原理

次の補題が正しい。

補題 6.1. 空でない二つの集合X，Y を与えれば，Y ∩ Z = ∅であるような空でない集合 Z

と全単射 φ : X → Zの組 (Z,φ)が少なくとも一つ存在する。

補題 6.2. Rは環とする。 Xは空でない集合で，全単射 f : R → Xが与えられていると仮

定せよ。X上に和と積を

a + b = f
(
f−1(a) + f−1(b)

)
, ab = f(f−1(a)f−1(b))

で定めると，集合Xはこの和と積によって環となる。このとき，fは環の同型写像であって，

Rが可換 (体，あるいは，整域 )ならば，環Xも可換 (体，あるいは，整域 )となる。

問題 6.3. 補題 6.2を証明せよ。
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定理 6.4 (埋め込みの原理). 写像 f : A → Bは環の準同型写像であって，単射と仮定する。

このとき，次の条件を満たすような環 C と環の同型写像の組 (C, g)が少なくとも一つ存在

する。

(1) Aは環Cの部分環である。

(2) 写像 i : A ↪→ Cによって自然な埋め込み i(a) = aを表すと，等式 i = gf が成り立つ。

従って，Bが体であれば，CはAを部分環として含む体である。

証明. B = f(A)なら，C = Aと取ればよい。B ̸= f(A)とせよ。空でない集合Xと全単射

φ : B \ f(A) → Xの組 (X,φ)を，X ∩ A = ∅が成り立つように取る。(X,φ)を用いて，集

合 Cと写像 g : B → Cを下の様に定義しよう。C = X ∪ Aとおき, 写像 g : B → Cを次の

ように定める。元 b ∈ Bについて，もし b ∈ f(A)ならば，b = f(a)となる a ∈ Aが唯一つ

定まるから，g(b) = aとおく。もし b ̸∈ f(A)なら，g(b) = φ(b)とおく。すると，写像 gは

全単射であるから，補題 6.2より，集合Cは環Bの和と積から導かれる和と積によって環と

なる。i = gf であるから，環Aは環Cの部分環である。

6.2 Zornの補題

Xは空ではない集合とする。集合X上の関係≤が次の 3条件を満たすとき，関係≤を集合

X上の順序と言い，順序関係が一つ指定されているとき，集合Xは順序集合であるという。

(1) 任意の元 x ∈ Xに対し，x ≤ xである。

(2) x, y ∈ Xについて，x ≤ yであってかつ y ≤ xなら，x = yである。

(3) x, y, z ∈ Xについて，x ≤ yかつ y ≤ zならば，x ≤ zである。

例えば, 環Rのイデアル全体からなる集合を X とすると, 包含関係⊆は，集合 X 上の順序

である。

以下，集合Xは順序集合とする。
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定義 6.5. 集合Xの空でない部分集合 Cが鎖であるとは，Cの任意の 2元 a, bに対して a ≤ b

または b ≤ aが成り立つことをいう。

定義 6.6. Xの空でない部分集合 SがX内で上に有界であるとは，ある元 a ∈ Xが存在し

て，任意の元 x ∈ Sに対し x ≤ aが成り立つことをいう。

定義 6.7. 元 a ∈ XがX内で極大であるとは，x ∈ Xについて，a ≤ xならば a = xが成り

立つことをいう。

極大イデアルの定義を言い直すと，下記のようになる。

定義 6.8. Aは可換環，M は Aのイデアルとする。M が環 Aの極大イデアルであるとは，

M ̸= Aであって，M が集合X = {I | Iは環Aのイデアルで I ̸= A}の中で包含関係に関し

て極大であることをいう。

補題 6.9 (Zornの補題). 空でない順序集合X内で全ての鎖が上に有界であれば，集合Xは

少なくとも一つの極大元を含む。

定義 6.10. 順序集合Xは次の条件を満たすとき，整列集合であるという。集合Xの任意の

空でない部分集合 Sは，最小元 a ∈ S（即ち，任意の s ∈ Sに対して a ≤ sであるような元

a ∈ S)を含む。

定理 6.11 (整列定理). 集合 Zが空でないならば，Z上に順序を定めて，整列集合にするこ

とができる。

補題 6.12 (選択公理 axiom of choice). 空でない集合 Iを添字集合とする，空でない集合の

いかなる族 {Xi}i∈I に対しても，直積集合

∏
i∈I

Xi = {{xi}i∈I | ∀i ∈ Iについて xi ∈ Xi}

は空でない。
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以上 3つの主張（Zornの補題，整列定理，選択公理）は，互いに同値であることが知られ

ている。折を見て同値性の証明を追体験することを薦める。以下，これらを受け入れて，自

由に使う。

6.3 極大イデアルの存在

Zornの補題の代表的な使用例を 1つ述べよう。以下，Aは可換環とする。

定理 6.13. Iを環Aのイデアルで I ̸= Aなるものとすれば，環A内には，I ⊆ M となるよ

うな極大イデアルM が，少なくとも一つは含まれている。

証明. X = {J | JはAのイデアルで J ̸= A}とおく。すると，I ∈ Xであるから，Xは空集

合ではない。以下，包含関係⊆によって，集合Xを順序集合とみなす。集合X内に任意の鎖

Cを取り，K =
∪

J∈C
Jとおくと，部分集合Kは環Aのイデアルで，K ̸= Aとなる。K ∈ Xで

あって，J ⊆ Kが全ての J ∈ Cに対して成り立つから，Zornの補題により，極大元M ∈ X

が存在する。これが求める極大イデアルである。

この定理 6.13は，実は Zornの補題と同値であることが知られている。

系 6.14. I ̸= Aを環Aイデアルとすれば, I ⊆ P となる素イデアル P が存在する。

環Aの素イデアル全体のなす集合を Spec Aで表す。Spec A ̸= ∅である。

問題 6.15. 環 Aのイデアル I に対して，V(I) = {P ∈ Spec A | I ⊆ P}と定める。集合

X = Spec Aは {V(I) | Iは環Aのイデアル }を閉集合族として，位相空間となる。確かめよ。

7 局所化

7.1 積閉集合と局所化

以下Aは可換環とする。Aの部分集合Sは，次の条件を満たすとき，A内の積閉集合であ

るという。
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(1) 1 ∈ S ⊆ Aである。

(2) 0 ̸∈ Sである。

(3) ∀s, t ∈ Sに対し，st ∈ Sである。

例 7.1. 次の集合 Sは，環A内の積閉集合である。

(1) S = {a ∈ A | aはAの非零因子である }

(2) べき零でない元 f ∈ Aを取って，S = {fn | n ≥ 0}とおく。

(3) 素イデアルの族 {Pi}i∈I を取って，S = A \
∪
i∈I

Piとおく。特に，P ∈ Spec Aを取り，

S = A \ P とおく。

環A内に積閉集合Sが与えられていると仮定し，X = S×Aとおく。 2元 (s, a), (t, b) ∈ X

について，ある元 u ∈ Sが存在して等式 u(sb − ta) = 0が成り立つとき，(s, a) ∼ (t, b)と

書く。

命題 7.2. 関係∼は, 集合X = S × A上の同値関係である。

証明. (2) (s, a) ∼ (t, b)ならば, ある元 u ∈ S があって等式 u(sb − ta) = 0が成り立つ。

u(ta − sb) = 0であるから， (t, b) ∼ (s, a)である。

(3) (s, a) ∼ (t, b), (t, b) ∼ (u, c)とせよ。元 v ∈ Sを v(sb− ta) = 0, v(tc−ub) = 0となるよ

う共通に取ると，(vt)(sc−ua) = u[v(sb− ta)] + s[v(tc−ub)] = 0であるから，(s, a) ∼ (u, c)

となる。

商集合X/∼をS−1Aと書き,元 (s, a) ∈ Xに対し，(s, a)を含む同値類 (s, a)を，
a

s
で表す。

補題 7.3. a, b ∈ Aとする。次の主張が正しい。

(1) s, t ∈ Sのとき，
a

s
=

b

t
である必要かつ十分条件は，等式 u(sb − ta) = 0を満たす元

u ∈ Sが存在することである。
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(2) ∀s, t ∈ Sに対し，
a

s
=

ta

ts
である。

(3) ∀s, t ∈ Sに対し，
0

s
=

0

t
,

s

s
=

t

t
である。

(4) ∀s, t ∈に対し，sa

s
=

ta

t
である。

定理 7.4. 集合 S−1Aは，次の和と積

a

s
+

b

t
=

ta + sb

st
,

a

s
·b
t

=
ab

st

を演算に可換環となる。0 ̸∈ Sであるので S−1Aは零環ではない。環 S−1Aを環Aの Sによ

る局所化（11.4参照）という。

問題 7.5. 定理 7.4を証明せよ。

写像 f : A → S−1A, f(a) =
a

1
は，環の準同型写像である。fを局所化の自然な写像と呼ぶ。

問題 7.6. 次の主張が正しい。確かめよ。

(1) ∀s ∈ Sについて，f(s) ∈ (S−1A)×である。

(2) 環 S−1Aのいかなる元 xも，a ∈ Aと s ∈ S を用いて，x = f(a)f(s)−1という形に表

すことができる。

(3) Ker f = {a ∈ A |ある s ∈ Sが存在して sa = 0}である。

定理 7.7. 環の射 g : A → Bが条件 g(S) ⊆ B×を満たすなら，等式 g = h·f を満たす環の準

同型写像 h : S−1A → Bが唯一つ定まる。

証明. x ∈ S−1Aを取り，x =
a

s
=

a′

s′
と表すと，ある元 u ∈ Sがあって等式 u(sa′ − s′a) = 0

が成り立ち，

g(u)[g(s)g(a′) − g(s′)g(a)] = 0
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となる。g(u) ∈ B×であるから，g(s)g(a′) = g(s′)g(a)となり,等式 g(a)g(s)−1 = g(a′)g(s′)−1

が得られる。故に，写像 h : S−1A → B, h(
a

s
) = g(a)g(s)−1は well-definedであり，∀a ∈ A

に対し

(hf)(a) = h
(a

1

)
= g(a)g(1)−1 = g(a)

が成り立つ。写像 hが環の準同型写像であることは，容易に確かめることができる。写像 h

の一意性は明らかであるから，証明を省く。

問題 7.8. 定理 7.7の証明を完成せよ。

7.2 全商環と商体

Aは可換環とする。環 Aの非零因子全体のなす集合を Sとすると，自然な写像 f : A →

S−1A, a 7→ a

1
は単射である（問題 7.6 (3)）から，埋め込みの原理より，環 Qと環の同型

g : S−1A → Qの組 (Q, g)で，次の 2条件を満たすものが存在する。

(1) QはAを部分環として含む。

(2) g·f = iである。

但し，i : A → Qは埋め込みの写像である。

定理 7.9. このとき，次の主張が正しい。

(3) 環Aの非零因子は全て環Qの単元である。

(4) いかなる x ∈ Qも，元 a ∈ Aと環Aの非零因子 s ∈ Aを選んで

x = as−1 =
a

s

と表すことができる。
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得られた環Qを環Aの全商環と呼び，Q(A)と書く。Aが整域ならQ(A)は体をなす。整域

Aに対し，体Q(A)をAの商体という。

次の定理は今や明らかである。

定理 7.10. 整域は体の部分環である。

環 Zの商体Q(Z)をQと書き，体Qの元を有理数と呼ぶ。

8 多項式環

8.1 多項式環と代入原理

以下，単に環といえば，可換環を意味する。

定義 8.1. Sは環，Aは環 Sの部分環，X ∈ Sとする。a0, a1, · · · , an ∈ A (n ≥ 0)について，

S内で等式 a0 + a1X + · · ·+ anXn = 0が成立するなら必ず ai = 0 (0 ≤ i ≤ n)が成り立つと

き，XはA上超越的であるという。XがA上超越的でないとき，XはA上代数的であると

いう。

定理 8.2. 環Aを与えれば，次の 3条件を満たす組 (S,X)が存在する。

(1) Sは環で，Aは Sの部分環である。

(2) X ∈ SでA上超越的である。

(3) ∀f ∈ Sは，元 a0, a1, · · · , an ∈ A (n ≥ 0)をうまく選んで，S内で

f = a0 + a1X + · · · + anXn

という形に表すことができる。

環Sの元をA上Xに関する多項式という。SをA上Xを不定元（「変数」ということがな

いわけではない）に持つ多項式環と呼び，S = A[X]と表す。Sの元 f に対し，定理 8.2 (3)

68



の表現は一意的である（一意性の意味は，注意 8.4を参照せよ）。従って，f ̸= 0のとき，定

理 8.2 (3)の表現を an ̸= 0となるよう選べば，整数 n ≥ 0が f に対し一意的に定まる。この

nを f の次数と呼び，deg f で表す。

補題 8.3. A[X]は多項式環とする。0 ̸= f, g ∈ A[X]とし，deg f = m, deg g = nとおき

f = a0 + a1X + · · · + amXm, g = b0 + b1X + · · · + bnXn

(ai, bj ∈ A，am, bn ̸= 0)と表す。このとき，amが環Aの非零因子なら

fg ̸= 0, deg(fg) = deg f + deg g

となる。従って，環Aが整域なら多項式環A[X]も整域である。

証明. 積 fgを展開すると，fg = a0b0 +(a0b1 +a1b0)X + · · ·+(ambn)Xm+nとなる。ambn ̸= 0

であるから，fg ̸= 0であり，等式 deg(fg) = m + nが従う。

定理 8.2の証明は後回しにし, 多項式環A[X]の性質を述べる。言葉の定義をしよう。加法

群M の元の族 {ai}i∈I（但し I ̸= ∅とする）が与えられたとき

殆ど全ての i ∈ Iに対して ai = 0である

とは，♯ {i ∈ I | ai ̸= 0} < ∞であるとき，即ち集合 Iの次のような空でない有限部分集合 J

i ∈ I \ J なら，ai = 0である

が存在することをいう。このとき ∑
i∈I

ai =
∑
i∈J

ai

と定め , {ai}i∈Iの和と呼ぶ。この定義は集合 Jの取り方によらない。{bi}i∈IがM の元の族

で，殆ど全ての i ∈ Iに対して bi = 0なら

−
∑
i∈I

ai =
∑
i∈I

(−ai),
∑
i∈I

ai +
∑
i∈I

bi =
∑
i∈I

(ai + bi)

が成り立つ。
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注意 8.4. I = {i ∈ Z | i ≥ 0}とおくとき，定理 8.2 (3)は，任意の f ∈ Sに対し，殆ど全て

の i ∈ I に対し ai = 0となるようなAの元の族 {ai}i∈I が存在して等式 f =
∑

i∈I aiX
iが成

り立つことを意味し，定理 8.2 (2)は，そのような族 {ai}i∈Iが f に対しただ一通りに定まる

ことを示す。

定理 8.5 (代入原理). A[X]は多項式環，ψ : A → T は環の準同型写像とする。このとき，各

t ∈ T に対し，環準同型写像 φ : A[X] → T で次の 2条件を満たすものがただ一つ定まる。

(1) ∀a ∈ Aに対し φ(a) = ψ(a)である。

(2) φ(X) = tである。

各元 f ∈ Sに対し，φ(f)を f(t)と書き，Xに tを代入した f の値という。

証明. I = {i ∈ Z | i ≥ 0}とおき，f ∈ A[X]を f =
∑
i∈I

aiX
iと表す。但し，{ai}i∈IはAの元

の族で，殆ど全ての i ∈ I に対し ai = 0であるものとする。このような族 {ai}i∈I は，f に

対し唯一通りに定まるので，写像 φ : A[X] → T を φ(f) =
∑
i∈I

ψ(ai)t
iによって定めることが

できる。f, g ∈ A[X]に対し，f =
∑
i∈I

aiX
i, g =

∑
i∈I

biX
iと表せば，f + g =

∑
i∈I(ai + bi)X

i

であるから，等式 φ(f + g) =
∑
i∈I

ψ(ai + bi)t
i =

∑
i∈I

ψ(ai)t
i +

∑
i∈I

ψ(bi)t
i = φ(f) + φ(g)が得

られる。写像 φの加法性から，f = aX i, g = bXj として十分であるので，φが積を保つこ

とが容易に従う。定義により φ(X) = tである。また，a ∈ Aなら φ(a) = ψ(a)であるから，

φ(1) = 1である。写像 φの一意性は明らかである。

系 8.6. A[X]とA[Y ]が多項式環なら，環の同型写像 φ : A[X] → A[Y ]で

φ(X) = Y であって φ(a) = a, ∀a ∈ A

となるものが一意的に定まる。即ち，多項式環A[X]はA-代数として同型の範囲で唯一つ定

まる（9.3参照）。

多項式は関数ではない。
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例 8.7. kを有限体とし, 多項式

f =
∏
a∈k

(X − a) ∈ k[X]

を考えると，∀a ∈ kについて f(a) = 0であるが，k[X]は整域であるから，k[X]内で f ̸= 0

である。

8.2 多項式環の構成

多項式環を構成しよう。C = {(a0, a1, a2, · · · ) | ai ∈ A}とおく。f, g ∈ C を取り，f =

(a0, a1, a2, · · · ), g = (b0, b1, b2, · · · )とし，次のようにC内の和と積

f + g = (a0 + b0, a1 + b1, · · · , an + bn, · · · ),
f ·g = (a0b0, a0b1 + a1b0, · · · ,

∑
i+j=n

aibj, · · · ).

を定めると，Cは可換環となる。(0 = (0, 0, · · · ), 1 = (1, 0, 0 · · · )，−f = (−a0,−a1, · · · ,−an, · · · )

である。）そこで

T = {f ∈ C |殆ど全ての i ∈ Iに対し ai = 0}

とおくと, T は環 C の部分環をなす。但し I = {i ∈ Z | i ≥ 0}である。写像 ϕ : A → T

を a 7→ (a, 0, 0, · · · ) によって定め，t = (0, 1, 0, 0, · · · )とおく。すると，任意の i ∈ I に対し

ti = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · )（1は第 i番目にのみ現れる）であり，任意の f = (a0, a1, a2, · · · ) ∈ C

に対し等式 f =
∑

i∈I ϕ(ai)t
iが成り立つ。写像 ϕは環の準同型写像で単射であるから，埋

め込みの原理により，Aを部分環として含むような環 S と環の同型 ξ : C → S を求めて，

ξϕ = i （i : A → Sは埋め込み）が成り立つようにすることができる。X = ξ(t)とおけば，

即ち多項式環 S = A[X]が得られる。

定義 8.8. n > 0は整数とし, I = {(α1, α2, · · · , αn) | 0 ≤ αi ∈ Z}とおく。与えられた環Aに

対し, 次の条件を満たす組 (S, {Xi}1≤i≤n) が存在する。

(1) Sは環で，Aは Sの部分環である。
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(2) 任意の f ∈ Sは，殆ど全てのα ∈ Iに対して aα = 0であるような，Aの元の族 {aα}α∈I

を用いて

f =
∑
α∈I

aαXα

という形に表わすことができる。

(3) 各 f ∈ Sに対し (2)の表現は一意的である。

但し，α = (α1, α2, · · · , αn) ∈ Iに対し，Xα = Xα1
1 Xα2

2 · · ·Xαn
n と定める。

環 Sを，A上X1, X2, · · · , Xnを不定元とする多項式環と呼び，S = A[X1, X2, · · · , Xn]で

表す。

A[X1, X2, · · · , Xn]の構成法は

A[X1, X2, · · · , Xn−1, Xn] = (A[X1, X2, · · · , Xn−1])[Xn] (n ≥ 2)

である。このように帰納的に定義された環A[X1, X2, · · · , Xn]が，定義 8.8の条件を満たすこ

とは，確かめなければならない。

命題 8.9 (代入原理). A[X1, X2, · · · , Xn]は環A上の多項式環とする。ψ : A → T は環の準同

型写像，t1, t2, · · · , tn ∈ T とする。このとき，φ(Xi) = ti (1 ≤ i ≤ n)であって 任意の a ∈ A

について φ(a) = ψ(a)が成り立つような環準同型写像 φ : A[X1, X2, · · · , Xn] → T がただ一

つ定まる。

証明. 定理 8.5の証明と同様である。nについての帰納法でも証明することができる

例 8.10. 体 k 上の多項式環 S = k[X1, X2, · · · , Xn] (n ≥ 1)は整域であるから，その商

体 Q(S)を k(X1, X2, · · · , Xn)と表す。従って，任意の ξ ∈ k(X1, X2, · · · , Xn)は，f, g ∈

k[X1, X2, · · · , Xn] (g ̸= 0)を用いて，ξ =
f

g
(= f ·g−1)と表すことができる。k(X1, X2, · · · , Xn)

を体 k上 n変数の有理関数体という。
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8.3 代数と部分代数

Aは環とする。環Bに対し，環の準同型写像ψ : A → Bが一つ指定されているとき，Bは

A-代数であるという。写像ψをA-代数Bの構造射といい，ψBと書くことがある。BがA-代

数であってCがBの部分環のとき，ψB(A) ⊆ Cなら，環準同型写像ψC : A → C, a 7→ ψB(a)

によって，環CはA-代数となる。このとき，CはBのA-部分代数であるという。

問題 8.11. 環はすべてただ一通りの見方で Z-代数となる。確かめよ。

Aは環，BはA-代数とせよ。x1, x2, · · · , xn ∈ B (n ≥ 1)を与えると，多項式環からの代

入射

φ : A[X1, X2, · · · , Xn] → B, φ(Xi) = xi (1 ≤ ∀i ≤ n)

が得られる。写像 φは環の準同型写像であるから，像 Im φはBの部分環である。

A[x1, x2, · · · , xn] = Im φ = {f(x1, x2, · · · , xn) | f ∈ A[X1, X2, · · · , Xn]}

とおき，環A[x1, x2, · · · , xn]を x1, x2, · · · , xnで生成されたBのA-部分代数と呼び，多項式

環A[X1, X2, · · · , Xn]のイデアル

Ker φ = {f ∈ A[X1, X2, · · · , Xn] | f(x1, x2, · · · , xn) = 0}

を，x1, x2, · · · , xnの環A上の関係式がなすイデアル，あるいは，A-代数A[x1, x2, · · · , xn]の

定義イデアルと呼ぶ。

例 8.12. A = k[X,Y, Z]とB = k[t]をそれぞれ体 k上の多項式環とし，代入射 φ : A → B，

φ(X) = t3，φ(Y ) = t4，φ(Z) = t5を考え，p = Ker φとする。このとき，pは環Aの素イデア

ルであって，等式

p = (X3 − Y Z, Y 2 − XZ, Z2 − X2Y )

が成り立つ。即ち，k-代数 k[t3, t4, t5]の定義イデアル pは 3元X3−Y Z, Y 2−XZ, Z2−X2Y

で生成される。
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証明. A/p ∼= φ(A)であるから pは環Aの素イデアルである。I = (X3−Y Z, Y 2−XZ, Z2−

X2Y )とおく。φ(X3−Y Z) = φ(Y 2−XZ) = φ(Z2−X2Y ) = 0であるから，X3−Y Z, Y 2−

XZ,Z2 − X2Y ∈ Ker φとなり，I ⊆ pを得る。

L = {(α, β, γ) ∈ Z3 | α, β, γ ≥ 0}とおき，整数 n ∈ Zに対し

Λn = {(α, β, γ) ∈ L | 3α + 4β + 5γ = n}

と定める。するとL =
∪

n∈Z Λnであり，各Λnは高々有限集合であって，m ̸= nならΛm∩Λn =

∅となる。

n ∈ Zに対し，Λn ̸= ∅のときは

An =

 ∑
λ=(α,β,γ)∈Λn

cλX
αY βZγ | cλ ∈ k


と置き，Λn = ∅のときはAn = (0)と定める（A0 = k,An = (0) (n < 0)である）と，{An}n∈Z

はAの加法部分群の族であって，各 f ∈ Aは f =
∑
n∈Z

fn (但し，fn ∈ Anで殆ど全ての n ∈ Z

について fn = 0とする）という形に一意的に表すことができる。即ち

A =
⊕
n∈Z

An（直和）

であって，任意のm,n ∈ Zと任意の f ∈ Am, g ∈ Anに対し，fg ∈ Am+nが成り立つ。（即

ち，Aは {An}n∈Zによって次数付けされた次数付環である。）

Λn ̸= ∅と仮定し，元 h ∈ Anをとり，h =
∑

λ=(α,β,γ)∈Λn
cλX

αY βZγ (cλ ∈ k)と表す。す

ると，φ(h) =
∑

λ=(α,β,γ)∈Λn
cλ·(t3)α(t4)β(t5)γ = (

∑
λ∈Λn

cλ)t
nとなり，特に，φ(h) = 0であ

るための必要十分条件は，
∑

λ∈Λn
cλ = 0であることがわかる。f ∈ Aをとり，f =

∑
n∈Z

fn

(fn ∈ Anであって，殆ど全ての n ∈ Zについて fn = 0）と表すと，φ(f) =
∑
n∈Z

φ(fn)であっ

て，上に述べたように Λn ̸= ∅なら φ(fn) = ctn (c ∈ k)という形をしていて，Λn = ∅なら

fn = 0であることより

φ(f) = 0なら，∀n ∈ Zに対しφ(fn) = 0である

74



ことがわかる。即ち，p ⊆ Iを示すには，任意の n ∈ Zに対し p ∩An ⊆ Iが成り立つことを

確かめれば十分である。

そこで，ある n ∈ Zに対し p ∩ An ̸⊆ Iであったと仮定してみよう。するとAn ̸= (0)であ

るから，Λn ̸= ∅であって n ≥ 0である。このような整数 n ∈ Zを最小に選び，元 h ∈ p∩An

を h ̸∈ Iとなるように取り，h =
∑

λ=(α,β,γ)∈Λn
cλX

αY βZγ (cλ ∈ k)と表すと

φ(h) = (
∑
λ∈Λn

cλ)t
n

であるから，体 k内に等式 ∑
λ∈Λn

cλ = 0

が得られる。今 µ = (α′, β′, γ′) ∈ Λnを任意に一つ固定すると

h =
∑

λ=(α,β,γ)∈Λn

cλX
αY βZγ −

( ∑
λ∈Λn

cλ

)
Xα′

Y β′
Zγ′

=
∑
λ∈Λn

cλ

(
XαY βZγ − Xα′

Y β′
Zγ′

)
̸∈ I

であるから，g = XαY βZγ −Xα′
Y β′

Zγ′
と置くと，g ̸∈ Iとなる元 λ = (α, β, γ) ∈ Λnが存在

し，g ∈ p ∩ Anではあるが g ̸∈ Iとなっているはずである。従って矛盾を導くには，一般性

を失うことなく，h = XαY βZγ − Xα′
Y β′

Zγ′ ∈ Anとしてよいことがわかる。

このような元 h = XαY βZγ − Xα′
Y β′

Zγ′
については，α = 0であるかまたは α′ = 0が成

り立つ。実際 α, α′ > 0ならば，h = X·(Xα−1Y βZγ − Xα′−1Y β′
Zγ′

) ∈ pであり pは素イデ

アルでX ̸∈ pであるから，h′ = Xα−1Y βZγ −Xα′−1Y β′
Zγ′ ∈ p∩An−3が従う。h = Xh′ ̸∈ I

であるから h′ ̸∈ I のはずであるが，整数 nの最小性に反する。故に α = 0または α′ = 0で

ある。同様に β = 0かまたは β′ = 0であり，γ = 0かまたは γ′ = 0が成り立つ。

さて，もしも γ′ ≥ 2ならば，Z2 ≡ X2Y mod I より XαY βZγ ≡ Xα′
Y β′

Zγ′−2(X2Y )

mod pとなる。XαY βZγ −Xα′
Y β′

Zγ′−2(X2Y ) ̸∈ Iであるので，上に述べたようにα = β = 0

が従い，h = Zγ − Xα′
Y β′

Zγ′
となるが，γ′ ≥ 2であるから更に γ = 0を得る。ところが，

n = 5γ = 3α′ + 4β′ + 5γ′ = 0で α′, β′, γ′ ≥ 0であるから，h = 0が従うが，もちろん不可能

である。故に γ′ ≤ 1であって，γと γ′の対称性より，γ, γ′ ≤ 1であることがわかり，一般性

を失うことなく，γ = γ′ = 0であるかまたは γ = 1, γ′ = 0であると仮定することができる。
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γ = γ′ = 0ならば，h = Xα − Y β′
(α, β′ ≥ 1)の場合に帰着され，3α = 4β′が成り立つ。

α = 4ℓ，β′ = 3ℓ (1 ≤ ℓ ∈ Z)と表せば，h = (X4)ℓ − (Y 3)ℓでX4 ≡ X·Y Z, Y 3 ≡ Y ·XZ

mod I であるから，直ちに h ∈ I が得られ，γ = γ′ = 0はあり得ないことがわかる。即ち，

γ = 1，γ′ = 0，h = XαY βZ −Xα′
Y β′
である。このとき，α > 0ならばα′ = 0, β′ > 0, β = 0

となり，h = XαZ−Y β′
が従う。しかしながら，XZ ≡ Y 2 mod IであるのでXα−1Y 2 ≡ Y β′

mod pとなり，Y で割れば整数 nの最小性が壊れる。故に α = 0，h = Y βZ − Xα′
Y β′
で

ある。

もし β > 0なら β′ = 0, α′ > 0であるが，一方でX3 ≡ Y Z mod I よりXα′ ≡ Y βZ ≡

X3Y β−1 mod pとなり，X で割ることによって整数 nの最小性が壊れる。故に β = 0であ

り，等式 5 = 3α′ + 4β′が非負整数 α′, β′ ≥ 0について成り立つほかないが，不可能である。

故に，すべての n ∈ Zについて p ∩ An ⊆ Iであり，等式 p = Iが従う。

問題 8.13. A = k[X,Y, Z]とB = k[t]をそれぞれ体 k上の多項式環とし，代入射φ : A → B，

X 7→ t4，Y 7→ t5，Z 7→ t11を考え，p = Ker φとする。このとき，等式

p = (X4 − Y Z, Y 3 − XZ, Z2 − X2Y 2)

が成り立つ。確かめよ。

問題 8.14. Aは環，BはA-代数とする。元 x1, x2, · · · , xn ∈ Bに対し，環A[x1, x2, · · · , xn]

は，元 x1, x2, · · · , xnを含む，Bの最小のA-部分代数である。確かめよ。

等式B = A[x1, x2, · · · , xn]がなりたつような元 x1, x2, · · · , xn ∈ B (n ≥ 1)が存在するよ

うなA-代数Bは，A-代数として有限生成であるという。

問題 8.15. 環A上の多項式環B = A[X1, X2, · · · , Xn] (n ≥ 1)は，自然に有限生成 A-代数

となっている。また，環Bの任意のイデアル I (I ̸= B)に対し，環C = B/Iも，自然に有

限生成A-代数となる。確かめよ。
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二つのA-代数B,Cに対して，環準同型写像 φ : B → Cは，φ·ψB = ψC が成り立つとき，

A-代数の射であるという。

問題 8.16. A-代数Bに対し，AutA B = {σ | σ : B → BはA−代数の射で全単射である }と

おくと，集合AutA Bは群Aut Bの部分群であり，写像の合成を演算に群をなす。確かめよ。

問題 8.17. 問題 5.5 (3)を解け。

問題 8.18. Aを環，BをA-代数とする。S ⊆ Bに対し

A[S] =
∪

x1,x2,··· ,xn∈S

A[x1, x2, · · · , xn]

とおくと，A[S]はBのA-部分代数であり，Sを含むBのA-部分代数の中で最小のものとな

る。確かめよ。A[S]を Sで生成された部分代数という。

9 体上の一変数の多項式環とその性質

9.1 体上の一変数多項式環

kは体とし，A = k[X]によって k上の一変数多項式環を表す。Aは体ではない整域（補題

8.3参照）であって，A× = k \ {0}となる。

補題 9.1 (Euclidの互除法). f ∈ Aで f ̸= 0なら，任意の g ∈ Aに対し，Aの元の組 (q, r)

で次の条件を満たすものが，ただ一つ定まる。

(1) g = fq + rである。

(2) r = 0であるか，または r ̸= 0であって deg r < deg f である。

証明. deg f = mとおく。条件 (1), (2)を満たす組 (q, r)が存在しないような元 g ∈ Aがあっ

たと仮定する。g ̸= 0であるから，そのような g ∈ Aで次数 n = deg g (≥ 0)が最小のも

のを選ぶことができる。すると n ≥ mである。g = bXn +（nより低次の項）(0 ̸= b ∈ k)，
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f = aXm +（mより低次の項）(0 ̸= b ∈ k)と表し，h = g− b

a
Xn−m·fとおくと，h ̸= 0であっ

て deg h < nであるから，次数n = deg gの最小性より，元 hに対し条件 (1)，(2)を満たす組

(q′, r)が存在して，h = fq′ + rが成り立つはずである。このとき，g = f(q′ +
b

a
Xn−m) + r

となり，gに対しても条件 (1), (2)を満たす元の組 (q = q′ + b
a
Xn−m, r)が存在するが，不可

能である。

一意性を確かめよう。g = fq+r = fq′+r′と二通りに書けたとする。等式 f(q−q′) = r′−r

内で，もし r′ − r ̸= 0なら，q − q′ ̸= 0であって

deg f + deg(q − q′) = deg(r′ − r)

が成り立つはずである（補題 8.3参照）が，deg(r′ − r) < deg f であるから，不可能である。

故に r = r′で，f(q − q′) = 0となる。Aは整域で f ̸= 0であるから，q = q′が得られる。

f, g ∈ Aについて，f ∈ (g)であること，即ちA内で gが fを割り切ることを，g|fと書く。

定理 9.2. 次の主張が正しい。

(1) f ∈ A，a ∈ kとする。f(a) = 0であるための必要十分条件は，(X − a)|f である。

(2) 0 ̸= ∀f ∈ Aについて，♯{a ∈ k | f(a) = 0} ≤ deg f である。

証明. (1) f = (X − a)q + r (r ∈ k)（補題 9.1参照）と表せば，f(a) = rが得られる。故に，

f(a) = 0とX − a | f は同値である。

(2) a ∈ kが fの根ならば，f = (X−a)q (q ∈ A)と表すことが出来る。b ∈ kが aとは異な

る根であれば，f(a) = (a− b)q(b) = 0より，q(b) = 0である。故に，q = (X − b)q1 (q1 ∈ A)

と表すことが出来る。この議論は高々deg f 回しか行うことが出来ない。故に，f はたかだ

か deg f 個しか k内に根を持たない。

系 9.3. kが有限体ではないなら，kの元をすべて根に持つ f ∈ Aは，f = 0に限る。
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系 9.4. 環A = k[X]のイデアルはすべて単項である。

証明. 環Aのイデアル I ̸= (0)を取る。 I = (f) (f ∈ A)を示したい。I ̸= (0)としてよい。

Iの元 f ̸= 0を deg f が最小になるように取る。このとき，任意の g ∈ Iに対し，補題 9.1よ

り，等式 g = fq + rが成り立つような元 q, r ∈ Aを，r ̸= 0なら deg r < deg f を満たすよう

に選ぶことができる。もし r ̸= 0なら，r = g − fq ∈ I であって deg r < deg f であるから，

deg f の最小性が壊れる。故に r = 0で，g = fq ∈ (f)である。

定義 9.5. f ∈ Aとせよ。次の 2条件を満たすとき，多項式 f は k内で既約であるという。

(1) f ̸∈ kである。

(2) g, h ∈ Aについて，等式 f = ghが成り立つなら，g ∈ kであるか h ∈ kである。

定理 9.6. 次の主張が正しい。

(1) f ∈ Aが k内で既約なら，(f)はAの極大イデアルで，環A/(f)は体をなす。

(2) M がAの極大イデアルなら，M = (f)となる多項式 f ∈ Aをとると，f は必ず k内で

既約である。

証明. (1) I = (f)とおく。f ̸∈ kであるから，I ̸= Aである。JはAのイデアルで I ⊆ J ( A

なるものとする。J = (g)と表す。g ̸∈ kで f ∈ (g) であるから f = gh (h ∈ k[X])と表す

と，f は既約なので，0 ̸= h ∈ kとなる。故に，g = fh−1 ∈ I となり，J ⊆ I が得られ，等

式 I = J が従う。故に Iは極大イデアルである。

(2) f ̸∈ kである。f = gh (g, h ∈ A, g ̸∈ k)と仮定せよ。このとき，M = (f) ⊆ (g) ( A

であるから，イデアルM の極大性より (f) = (g)が従う。g = fℓ (ℓ ∈ A)とすると，f =

gh = f(ℓh)より，ℓh = 1となる。故に h ∈ kであり，多項式 f は k内で既約である。

極大イデアルは素イデアルであるから，次が正しい。
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系 9.7. f ∈ Aは k内で既約とする。このとき，g, h ∈ A について f |ghなら，f |gまたは f |h

が成り立つ。

k = R のとき f = X2 + 1 ∈ R[X] は R内で既約である。実際，g, h ∈ R[X] をとり，

X2 + 1 = gh，g, h ̸∈ Rとする。すると

deg(X2 + 1) = deg g + deg h = 2

であるから，deg g = deg h = 1である。a, b, c, d ∈ R (a, c ̸= 0)をとり g = aX+b, h = cX+d

とかくと，X2 + 1 = (ac)X2 + (ad + bc)X + bd であるから

ac = 1, ad + bc = 0, bd = 1

となる。よって，a
b

+ b
a

= 0が従い，a2 + b2 = 0, a ̸= 0, b ̸= 0が得られるが，これはR内で

は不可能である。故に f = X2 + 1 は R 内で既約であり，R[X]/(X2 + 1) は体をなす。

問題 9.8 (複素数体C). 体R[X]/(X2 + 1)と体Cとは，R-代数として同型である。確かめよ

（定理 10.3参照）。

複素数体C の構成の仕方には，もう一つ，行列環M2(R)の部分環

C ∼=

{(
x y

−y x

)
x, y ∈ R

}
⊆ M2(R)

を用いる方法がある。対応は a + bi 7→

(
a b

−b a

)
(a, b ∈ R)である。

定理 9.9. f ∈ A が定数でないならば，k内で既約な多項式 p1, p2, · · · , pn ∈ A (n ≥ 1)を選

んで f = p1p2 · · · pn と表すことができる。この表現は, 定数と順序の違いを除いて，f に対

し一意的に定まる。

証明. 定理のようには表すことが出来ない f ∈ Aが存在したと仮定し，deg f を最小にとる。

すると f は既約ではないので，定数ではない g, h ∈ Aを選んで，f = ghと表すことが出来
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る。deg g < deg f , deg h < deg f であるから，deg f の最小性より，g, hはそれぞれ有限個の

既約多項式の積として表すことができ，多項式 f も有限個の既約多項式の積となるが，不可

能である。

次に，f = p1p2 · · · pn = q1q2 · · · qm (pi, qj は既約多項式)とせよ。n = 1ならば，p1 =

q1q2 · · · qmであって，p1は既約であるから，m = 1が従う。n > 1とし，n− 1以下では一意

性が正しいと仮定する。すると，q1q2 · · · qm ∈ (p1)であるから，系 9.7より，ある既約多項

式 qiについて，qi ∈ (p1)，即ち qi = c1p1 (0 ̸= c1 ∈ k)が成り立つ。並べ替えて q1 = c1p1と

仮定してよい。すると，(c1p2)·p2 · · · pn = q2q3 · · · qmであるが，c1p2は既約多項式であるか

ら，帰納法の仮定より，n = mと qi = ciqi (2 ≤ i ≤ n)とが従う。

系 9.10. Max A = {M | M はAの極大イデアル }は，有限集合でない。

証明. n = ♯ Max A < ∞と仮定し，Max A = {M1, M2, · · · ,Mn}とする。各 1 ≤ j ≤ nに対

し，Mj = (fj)となる既約多項式 fj ∈ Aをとり，f = 1 +
∏n

j=1 fj とおくと，多項式 f ∈ A

は定数ではないので，定理 9.9により，f = p1p2 · · · pm (m ≥ 1，各 piは既約多項式)の形

に因数分解される。M = (p1)とせよ。故に f ∈ M である。一方で，M はAの極大イデア

ルであるから，ある 1 ≤ i ≤ nがあって，M = Miとなる。このとき，fi ∈ M であるから，

f, fi ∈ M が成り立ち，従って 1 = f −
∏n

j=1 fj ∈ M となるが，不可能である。

体Kが体 kを部分環として含むとき，Kは kの拡大体である，またはK/kは体の拡大で

あるという。

定理 9.11 (Kroneckerの分解定理). 定数でない f ∈ Aを与えれば，kの拡大体Kをうまく

選んで，f はK内に少なくとも一つの根を持つようにすることが出来る。

証明. 定理 9.9より，f は k内で既約として十分である。定理 9.6より k[X]/(f) は体をなす。

合成射 k
i→ k[X]

ε→ k[X]/(f) を通し，体 k[X]/(f)を k-代数とみなす。但し iは埋め込みの
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写像である。下の図

k[X]/(f)
∼=
ψ

// K

k[X]

ε

OO

k

i

OO
i

>>}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}}

内で，射 k
i→ k[X]

ε→ k[X]/(f) は単射であるから，埋め込みの原理（定理 6.4）より，kの

拡大体K とこの図を可換にするような環の同型写像 ψの組 (K,ψ)が得られる。α = ψ(X)

とおくと，α ∈ Kであって，f(α) = ψ(f) = 0が成り立つ。

系 9.12. 定数ではないいかなる f ∈ k[X]に対しても，kの拡体体Kを選んで，f がK内で

一次式の積に分解するようにできる。

既約性の判定は必ずしも容易ではない。

問題 9.13. k = Z/(2) とするとき X2 + X + 1 は k内で既約である。任意の n ≥ 1 に対し，

n 次の 既約多項式が環 k[X] 内に少なくとも一つは存在することを証明せよ。

9.2 Eisenstein の既約判定法

目標は次の定理である。

定理 9.14 (Eisenstein の既約判定法). a0, a1, · · · , an (n ≥ 1)と pは整数で，pは素数とし，

Z内で次の 3条件 � p|ai, 0 ≤ ∀i ≤ n − 1 � p ̸ |an � p2 ̸ |a0 が満たされていると仮定す

る。このとき，多項式 f = a0 + a1X + · · · + anXn ∈ Q[X]は，Q 内で既約である。

証明には次の二つの補題を必要とする。

補題 9.15. pが素数なら，pが多項式環Z[X]内で生成する単項イデアルP = {pf | f ∈ Z[X]}

は，Z[X]の素イデアルである。
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証明. k = Z/(p)とし k[Y ]は体 k上の多項式環とする。射Z ε−→ k
i→ k[Y ]によって k[Y ]をZ-

代数とみなす。（但し εは自然な環準同型写像，iは埋め込み写像を表す。）代入射φ : Z[X] →

k[Y ], X 7→ Y を見るに，f = a0 + a1X + · · · + anXn (ai ∈ Z)なら

φ(f) = a0 + a1Y + · · · + anY
n

(ai = ε(ai))であるから，φが全射でKer φ = P となることが容易に従う。故に P は素イデ

アルである。

補題 9.16. f ∈ Z[X], φ, ψ ∈ Q[X]とし，φ, ψは定数ではないと仮定する。f = φψ なら，多

項式 g, h ∈ Z[X]を選んで，f = ghかつ deg g = deg φ, deg h = deg ψが成り立つようにす

ることができる。

証明. 自然数 a, b を aφ, bψ ∈ Z[X] にとり, c = abとおく。cf = (aφ)(bψ)であり，等式

deg φ = deg aφ, deg ψ = deg bψが成り立つ。故に，自然数 cと多項式 g, h ∈ Z[X]が存在

して，

cf = gh, deg g = deg φ, deg h = deg ψ

が成り立つことがわかる。このような g, h ∈ Z[X]を選ぶことが出来る自然数 c を最小に選

ぶ。このとき，c ̸= 1なら p|cとなる素数 p ≥ 2をとりP = {pf | f ∈ Z[X]}とおくと，補題

9.15より P は Z[X]の素イデアルであって gh = cf ∈ P であるから，g ∈ P かまたは g ∈ P

が成り立つ。もし g ∈ P ならば，g = pg1（g1 ∈ Z[X])と表すと，
c

p
·f = g1h となって，自

然数 cの最小性が壊れる。故に c = 1である。

Eisensteinの定理の証明をしよう。

証明. 条件�, �, �が満たされるが，多項式 f が Q内で既約でないならば，補題 9.16に

よって，定数ではない二つの多項式 g, h ∈ Z[X]を選んで，f = ghと表すことができる。

ℓ = deg g,m = deg hとおく。補題 9.15の証明内の代入射 φ : Z[X] → k[Y ], X 7→ Y を考え，
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f = φ(f), g = φ(g), h = φ(h)とおく。gの ℓ次の項の係数を bℓとし hのm次の項の係数を

cmとすると，an = bℓcmであるから，条件�より p ̸ |bℓ, p ̸ |cmとなり，等式

deg g = ℓ > 0, deg h = m > 0

が従う。一方で，f = ghであるから，条件�より gh = anY
nが得られる。Y ∈ k[Y ]は既約

であるから，素因数分解の一意性（定理 9.9）より g = bℓY
ℓ, h = cmY mと表すことを得るが，

このことは同時に，g, hの定数項がどちらも pの倍数であることを導く。gの定数項と hの

定数項の積は f の定数項 a0に等しいので，p2|a0が従うが，条件�に反する。故に f はQ内

で既約である。

系 9.17. a, p ∈ Zとし，pは素数，Z内で p|aであるがしかし p2 ̸ |aと仮定せよ。このとき，

任意の自然数 n > 0に対し，多項式Xn − a ∈ Z[X] は Q内で既約である。

問題 9.18. 任意の素数 p ≥ 2 に対し，多項式 f = Xp−1 + Xp−2 + · · · + X + 1 ∈ Z[X] は，

Q内で既約であることを証明せよ。

10 体の代数拡大

kは体としA = k[X]は多項式環とする。K/kは体の拡大とする。

K内の積を用いて，Kを k上のベクトル空間と見ることが出来る。このとき k上のベクト

ル空間としてのKの次元を [K : k]で表し，K/kの拡大次数という。L/K,K/kを体の拡大

とすると

[L : k] = [L : K][K : k]

が成り立つ。

α ∈ Kとせよ。埋め込み写像 i : k → Kによって体Kを k-代数とみなし，代入射φ : A =

k[X] → K,φ(X) = αを考え，P = Ker φとおく。φ(A)はKの部分環でA/P ∼= φ(A)であ

るから，A/P は整域であり，故にP は環Aの素イデアルである。元α ∈ Kが k上で代数的
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であることと P ̸= (0)であることは同値である。αは k上代数的であると仮定しよう。する

と，0 ̸= f ∈ P を次数 n = deg f が最小になるよう取り，n次の項Xnの係数が 1であるよう

にすることが出来る。このとき次が正しい。

補題 10.1. P = (f)であって，f は k内で既約である。

証明. g ∈ P を取り，g = fq + r (q, r ∈ Aであって，r ̸= 0なら deg r < n)と表すと，

g(α) = f(α)q(α) + r(α)より，r(α) = 0となり，r ∈ P が得られる。次数 n = deg f の最小

性より r = 0が従い，g ∈ (f)，故に P = (f)である。f = gh (bg, h ∈ A)で g, hが定数でな

いなら，deg g < deg f, deg h < deg f であるが，f(α) = g(α)h(α) = 0であるから，g(α) = 0

または h(α) = 0が従い，deg f の最小性が壊れる。故に f は k内で既約である。，

このような f ∈ P は，α ∈ K に対し，ただ一通りに定まる。実際 0 ̸= g ∈ P が f と

同じく，その次数 n = deg gが最小であって n次の項Xnの係数が 1ならば，系 10.1より，

P = (f) = (g)が得られる。故に g = fh (h ∈ A)と表すことが出来るが，deg f = deg gで

あって，どちらもその n次の項Xnの係数が 1であるから，h = 1，即ち f = gが従う。

定義 10.2. f ∈ k[X]を元 α ∈ Kの k上の最小多項式という。

定理 10.3. K/kは体の拡大とし，α ∈ Kとせよ。αは k上代数的であると仮定し，αの k上

の最小多項式を f とする。このとき次の主張が正しい。

(1) f は k内で既約である。

(2) k[α]はKの部分体であって，k-代数として k[X]/(f) ∼= k[α]である。

(3) [k[α] : k] = deg f < ∞である。

(4) β ∈ Kは k上代数的とし，g ∈ k[X]を βの k上の最小多項式とする。このとき，k-代

数の同型 φ : k[α] → k[β]で φ(α) = βを満たすものが存在するための必要十分条件は，

f = gが成り立つことである。
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証明. (3) n = deg f とおく。n > 0である。g ∈ Aをとり，g = fq + r (q, r ∈ A, r ̸= 0な

ら deg r < n)と表すと，g(α) = r(α)である。故に

k[α] = {r(α) | r ∈ A，r ̸= 0なら deg r < n}

が得られ，1, α, · · · , αn−1が，k-ベクトル空間 k[α]を張ることが分かる。n = deg f の最小性

から直ちに，元 1, α, · · · , αn−1が k上で一次独立であることが従う。故に，1, α, · · · , αn−1は，

k上のベクトル空間 k[α]の基底をなす。従って [k[α] : k] = nである。

α1, α2, · · · , αn ∈ K (n ≥ 1) に対し，部分環 k[α1, α2, · · · , αn]の商体をK内で考え，これ

を k(α1, α2, · · · , αn)で表す。k(α1, α2, · · · , αn) は体K の部分体である。n ≥ 2なら

k[α1, α2, · · · , αn] = [k[α1, α2, · · · , αn−1]][αn], k(α1, α2, · · · , αn) = [k(α1, α2, · · · , αn−1)](αn)

が成り立つ。

系 10.4. α ∈ K とする。k[α] が体をなすための必要十分条件は，α が k上で代数的である

ことである。

定義 10.5. K/kは体拡大とする。 ∀α ∈ K が k 上 代数的であるとき，体拡大K/kは代数

的であるという。

補題 10.6. K/kは体拡大とする。[K : k] < ∞なら，K/kは代数的である。

証明. n = [K : k]とおくと，いかなる元 α ∈ Kについても n + 1個の元 {αi}0≤i≤nは k上で

一次独立になることはない。従って αは k上で代数的である。

系 10.7. α1, α2, · · · , αn ∈ K とせよ。元αi がすべてk上で代数的なら，環k[α1, α2, · · · , αn]は

体をなし，
[
k[α1, α2, · · · , αn] : k

]
< ∞である。従って，k(α1, α2, · · · , αn) = k[α1, α2, · · · , αn]

であり，体拡大 k(α1, α2, · · · , αn)/kは代数的となる。

証明. n についての帰納法で，定理 10.3と補題 10.6から，容易に従う。
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問題 10.8. f = X3 − 2 ∈ Q[X] は Q で既約である（系 9.17）。f は C 内で一次式の積

f = (X − α)(X − β)(X − γ) に分解する。実際, α = 3
√

2，ω =
−1 ± i

√
3

2
とおき，β = αω,

γ = αω2 とすればよい。このとき F = Q[α, β, γ] は C の部分体をなし，F = Q[α, ω]，

[F : Q] = 6 が成り立つ。

証明. α, β = αω, γ = αω2 ∈ F よりα, ω ∈ F である。故にF = Q[α, ω]となる。α, ωはQ上

で代数的で，F = Q[α, ω] は Cの部分体をなす。ω2 + ω + 1 = 0であるから，ωはQ[α]上

でも代数的である。Q[α] ⊆ Rであるから，ω ̸∈ Q[α]となり，故に
[
F : Q[α]

]
= 2を得る。[

Q[α] : Q
]

= 3 であることが上と同様にして示され，[F : Q] = [F : Q[α]]·[Q[α] : Q] = 6

が従う。すべての θ ∈ F は Q上代数的で，その最小多項式を f とし deg f = nとおくと,

n = [Q[θ] : Q]であって [F : Q[θ]]·[Q[θ] : Q] = [F : Q] = 6であるから，n|6となり，

n = 1, 2, 3, 6であることが分かる。

F = Q[α, ω]

UUUUUUUUUUUUUUUUUUU

Q[α]

UUUUUUUUUUUUUUUUUUU

Q[ω]

Q

UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU

定理 10.9. L/K,K/kを体の拡大とする。L/kが代数的ための必要十分条件は，L/K, K/k

が代数的であることである。

証明. L/K, K/kは代数的と仮定し，α ∈ Lとし f = c0 + c1X + · · ·+ cnXnをαのK上の最

小多項式とすると，体拡大K/kは代数的であるから，E = k[c0, c1, · · · , cn] は体をなし, αは

E上でも代数的である。故にE[α]は体をなし,
[
E[α] : E

]
< ∞が従う。一方で, [E : k] < ∞
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であるから
[
E[α] : k

]
= [E[α] : E][E : k] < ∞となり，α は 体 k上で代数的であることが

従う。

定義 10.10. k を体とする。k が代数閉体であるとは，K/kが体の代数拡大ならK = k が

成り立つことをいう。

例 10.11. C は代数閉体である（代数学の基本定理）。

補題 10.12. 体 kについて，次の 3条件は同値である。

(1) k は代数閉体である。

(2) f ∈ k[X] が定数でないならば，f は k内で一次式の積に分解する。

(3) f ∈ k[X] が定数でないならば，f は k内に少なくとも一つの根をもつ。

証明. (1)⇒(3) 定数ではない f ∈ k[X] を取ると，定理 9.11より，体拡大K/kとα ∈ Kを見

つけて，f(α) = 0が成り立つようにすることができる。このとき，体拡大 k[α]/kは代数的

であるので，等式 k[α] = kが成り立ち，α ∈ kが得られる。

(3)⇒(2) 明らかである。

(2)⇒(1) K/k を体の代数拡大とし α ∈ K とすると，αの k 上の最小多項式は既約である

から，仮定 (2)より deg f = 1が従い，α ∈ kが得られる。

系 10.13. 代数閉体は有限体でない。

証明. kを有限体とし，定数でない多項式 f = 1 +
∏

a∈k(X − a) ∈ k[X]を取ると，いかなる

a ∈ kも f の根にはなり得ない。

問題 10.14. 次が知られている。証明せよ。「k を体とすると，体の代数拡大K/kで，Kが

代数閉体であるものが存在する。」（例えば，S. Lang著：「Algebra」を参照せよ。）
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11 一意分解整域

11.1 素元と既約元

Aは整域とする。a, b ∈ Aのとき，a|bによって，b ∈ (a)，即ち, ある x ∈ Aに対し等式

b = axが成り立つことを表す。

定義 11.1. a ∈ Aは，a ̸= 0であってかつ (a) ∈ Spec Aであるとき, Aの素元であるという。

定義 11.2. a ∈ Aとする。次の 2条件を満たすとき，aはA内で既約であるという。

(1) aは零でも単元でもない。

(2) b, c ∈ Aで a = bcなら，bがAの単元であるかまたは cがAの単元であるか，どちらか

が成り立つ。

補題 11.3. 素元は既約である。

証明. a ∈ Aを素元とする。a = bcとすると，bc ∈ (a)であるから b ∈ (a)であるか又は

c ∈ (a)が成り立つ。b ∈ (a)とし，b = da (d ∈ A)と表す。a = bcに代入すれば，a = (dc)a

となる。Aは整域であるから，dc = 1となり，cがAの単元であることが従う。

命題 11.4. p1, p2, · · · , pnと q1, q2, · · · , qmはAの素元とする。等式 p1p2 · · · pn = q1q2 · · · qmが

成り立つなら，n = mであって，適当な並び替えの後に，全ての 1 ≤ i ≤ nについてイデア

ルの等式 (pi) = (qi)が成り立つ。

証明. n = 1のときは，p1 = q1q2 · · · qmとなるが，p1は既約であるから，m = 1，p1 = q1で

ある。n > 1で n − 1まで正しいとする。m > 1である。q1 · · · qm ∈ (p1)より q1 ∈ (p1)とし

てよい。q1は既約であるから，適当な単元 ε ∈Aを求めて q1 = ε1p1と表すことができる。故

に，(p1) = (q1)であって，p2 · · · pn = ε1q2 · · · qmとなるので，nに関する帰納法より定理が

従う。
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11.2 Euclid整域・単項イデアル整域と一意分解整域

定義 11.5. a ∈ Aが零でも単元でもないなら，必ず素元分解を持つとき，即ち，Aの素元

p1, p2, · · · , pn (n ≥ 1)を用いて，a = p1p2 · · · pnと表すことができるとき, 環Aは一意分解整

域 (UFD, Unique Factorization Domain) であるという。

補題 11.6. Aは一意分解整域とする。a ∈ Aが既約なら，aは素元である。

全てのイデアルが単項のとき，Aは単項イデアル整域 (PID, Principal Ideal Domain)であ

るという。Zと体上の多項式環 k[X]は単項イデアル整域で，典型的な一意分解整域である。

Zが一意分解整域であることの証明 (6.8参照)をそっくり用いて，下記の定理が証明される。

定理 11.7. 単項イデアル整域は一意分解整域である。

定義 11.8. A∗ = A \ {0}とする。次の 2条件を満たす写像 φ : A∗ → Zが存在するとき，A

は Euclid整域であるという。

(1) ∀a ∈ A∗に対し φ(a) ≥ 0である。

(2) 任意の a, b ∈ A (a ̸= 0)に対し，等式 b = aq + rを満たす q, r ∈ Aが存在し，r ̸= 0な

らば φ(r) < φ(a)が成り立つ。

例 11.9. (1) 整数環Zは写像 φ : Z \ {0} → Z, φ(a) = |a|によってEuclid整域となる（補

題 5.70参照）。

(2) 体 k上の多項式環A = k[X]は写像 φ : A \ {0} → Z, φ(f) = deg f によって Euclid整

域となる（補題 9.1参照）。

(3) Cの部分環 Z[i] = {a + b i | a, b ∈ Z}は Euclid整域である。

証明. (3) A = Z[i]とおく。α = a + bi ∈ A (a, b ∈ Z)に対し

φ(α) = |α|2 = |
√

a2 + b2|2 = a2 + b2
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と定める。このφ : A \ {0} → Zが求める写像である。α, β ∈ A (α ̸= 0)とせよ。Z[i]を複素

平面上の格子点（座標が整数であるような点）と同一視すれば，点
β

α
に対し，|β

α
− γ| < 1

となるような γ ∈ Z[i]を選ぶことができる。 λ =
β

α
− γとおけば，β = γα + λαであって

φ(αλ) < φ(α)となるからである。

定理 11.10. Euclid整域は単項イデアル整域で，一意分解整域である。

証明. 環Aのイデアル I ̸= (0)を取る。 I = (a) (a ∈ A)を示したい。I ̸= (0)としてよい。I

の元 a ̸= 0を φ(a)が最小になるように取る。b ∈ Iとせよ。Aは Euclid整域であるから, 等

式 b = aq + rが成り立つような元 q, r ∈ Aを，r ̸= 0ならば φ(r) < φ(a)となるように取る

ことができる。このとき，実際に r ̸= 0なら，r = b− aq ∈ Iであってφ(r) < φ(a)であるか

ら，φ(a)の最小性が壊れる。故に，r = 0で，b = aq ∈ (a)である。即ち I = (a)となる。

11.3 一意分解整域上の多項式環

Aは一意分解整域とする。K = Q(A)をAの商体，A[X] ⊆ K[X]は多項式環とする。

補題 9.15と全く同様にして，次が得られる。

補題 11.11. p ∈ AがAの素元なら，pは多項式環A[X]内でも素元である。

補題 11.12. a1, a2, · · · , an ∈ A (n ≥ 1)を与えれば，次の 2条件を満たす d ∈ Aが存在する。

(1) 1 ≤ ∀i ≤ nに対し d|aiである。

(2) d′ ∈ Aが 1 ≤ ∀i ≤ nに対し d′|aiなら，d′|dである。

このような元dは，単元の違いを除いて，a1, a2, · · · , anに対し一意的に定まる。dをa1, a2, · · · , an

の最大公約元と言い，d = GCD(a1, a2, · · · , an)と書く。

定義 11.13. 多項式 0 ̸= f ∈ A[X]が原始的であるとは, f = a0 + a1X + · · · + anX
n と表し

たときに，GCD(a0, a1, · · · , an) = 1が成り立つことをいう。
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0 ̸= g ∈ A[X]なら，多項式 gの係数の最大公約元を cとすると，h =
g

c
∈ A[X]は原始的

である。

命題 11.14 (Gaussの補題). f, g ∈ A[X]とする。 次の主張が正しい。

(1) f と gが原始的なら，積 fgも原始的である。

(2) f は原始的と仮定する。K[X]内で f |gなら, A[X]内でも f |gである。故に，原始多項

式 f ∈ A[X]がK内で既約なら，f はA[X]の素元である。

証明. (1) fgが原始的でないなら, 環Aの素元 pを取って，fgの全ての係数をA内で割るよ

うできる。故に fg ∈ pA[X]であるが，pA[X]は素イデアルであるから，f ∈ pA[X] である

かまたは g ∈ pA[X]が成り立つ。 これは f と gが原始的であることに反する。

(2) g ̸= 0として十分である。 多項式環K[X]内で等式 g = φf を満たす元 φ ∈ K[X]を

取る。多項式 φの係数の共通分母 0 ̸= d ∈ Aを取り, dφ = ch (0 ̸= c ∈ A, h ∈ A[X]で原

始的)と表すと, dg = d(φf) = c(fh)となる。一方で，g = eℓ (0 ̸= e ∈ A, ℓ ∈ A[X]は原始

的)と表すと，(1)に示したように積 fhは原始的であるから，等式 c(fh) = dg = (de)ℓより，

c = deεを満たす環 Aの単元 εが存在することがわかる。故に，dg = deε(fh)が成り立ち，

g = eε(fh), 即ち f |gがA[X]内で成り立つ。

定理 11.15. Aが一意分解整域なら多項式環A[X]も一意分解整域である。

証明. 原始多項式が素元分解されることを示せば十分である。定数でない原始多項式f ∈ A[X]

を取り，f = φ1φ2 · · ·φℓを多項式環K[X]内での素元分解とする。各φiに対し，0 ̸= di ∈ A

を φiの係数の共通分母に取り, diφi = cigi (ci ∈ A, gi ∈ A[X]で原始的)と表す。giK[X] =

φiK[X]であるから命題 11.14により，giは環A[X]の素元である。d =
∏ℓ

i=1 di，c =
∏ℓ

i=1 ci，

g =
∏ℓ

i=1 giとおく。すると，df = cgであって，gは原始的なので，環 Aの単元 εを取り

c = εdと表すことができる。f = εgであって，各 giは環 A[X]の素元であるから，f は環

A[X]内でも素元分解を持つ。故に，多項式環A[X]は一意分解整域である。
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系 11.16. 多項式環Z[X1, X2, · · · , Xn] (n ≥ 1)と体k上の多項式環k[X1, X2, · · · , Xn] (n ≥ 1)

は，一意分解整域である。

問題 11.17 (Eisensteinの既約判定法). Aを一意分解整域としKをその商体とする。Aに

係数を持つ多項式

f = Xn + an−1X
n−1 + · · · + a0 (n > 0)

に対し，素元 p ∈ Aが次の条件を満たすように取れるなら，多項式 f はK内で既約である

ことを証明せよ。

1 ≤ ∀i ≤ n − 1について p|aiであるが，p2 ̸ |a0である。

12 Noether環

Aは可換環とする。

12.1 イデアルの演算と生成系

F によってAのイデアル全体のなす集合を表す。I, J ∈ F に対し

I + J = {a + b | a ∈ I, b ∈ J}，
IJ = {

∑n
i=1 aibi | n > 0で，各 1 ≤ i ≤ nについて ai ∈ I, bi ∈ J である }，

I ∩ J = {a ∈ A | a ∈ Iかつ a ∈ J}，
I : J = {a ∈ A|全ての x ∈ J に対して ax ∈ Iである }

と定め，それぞれ Iと Jの和，積，共通部分，商という。イデアルの和，積，共通部分，商

は，イデアルである。

問題 12.1. I, J,K ∈ F とするとき，次の主張が正しい。確かめよ。

(1) I ∪ J ⊆ I + J，IJ ⊆ I ∩ J，I ⊆ I : J である。

(2) J ⊆ Iなら I + J = Iである。

(3) I + J = J + I, IJ = JIである。
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(4) I + (J + K) = (I + J) + K, I(JK) = (IJ)Kである。

(5) (0) + I = I + (0) = I，AI = IA = Iである。

(6) I(J + K) = IJ + IK，(I + J)K = IK + JKである。

(F , +)と (F , ·)は，それぞれ (0), Aを単位元に持つ可換半群で，F 内では有限和
n∑

i=1

Iiと

有限積
n∏

i=1

Iiが定義される。従って，冪

I0 = A, In = In−1I (n ≥ 1)

が定義され，指数法則

ImIn = Im+n，(Im)n = Imn, (IJ)n = InJn (m,n ≥ 0)

と等式

(I + J)n =
∑

i+j=n

I iJ j (n ≥ 0)

が成り立つ。ここで I, J ∈ F とする。

問題 12.2. 次の主張が正しいことを確かめよ。

(1) a ∈ A，J はAのイデアルとし，aJ = {aj | j ∈ J}とおくと，(a)J = aJ である。

(2) a1, a2, · · · , an ∈ Aをとり，I = (a1, a2, · · · , an)とすると，IJ =
∑n

i=1 aiJ である。

命題 12.3 (modular law). I, J,KはAのイデアルとする。このとき，J ⊆ Iなら，等式

I ∩ (J + K) = J + (I ∩ K)

が成り立つ。

証明. i ∈ I ∩ (J + K)をとって i = j + k (j ∈ J, k ∈ K)と表せば，J ⊆ I であるから，

k = i − j ∈ I ∩ Kとなり，i = j + k ∈ J + (I ∩ K)が成り立ち，I ∩ (J + K) ⊆ J + (I ∩ K)

であることが従う。
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Aの部分集合 Sに対し，S ̸= ∅なら

(S) = {
n∑

i=1

aisi | n > 0，各 1 ≤ i ≤ nに対し ai ∈ A, si ∈ S}

とし，(∅) = {0}と定め，これを集合 Sで生成されたAのイデアルという。(S)は Sを含む

最小のイデアルであるから，この表記法によれば，I, J ∈ F のとき，等式

IJ = (ab | a ∈ I, b ∈ J)，In = (
n∏

i=1

ai |各 1 ≤ i ≤ nについて ai ∈ I) (n ≥ 1)

が成り立つ。

S ⊆ Aなら，I : (S) = {a ∈ A | as ∈ I, ∀s ∈ S}である。I : (S)は I : Sと表すことが多

い。特に I :（x)は単に I : xと書くのが普通である。

与えられたイデアル Iに対し，等式 I = (S)が成り立つような集合 S ⊆ Iを，Iの生成系

という。Iが有限集合 Sを生成系として含むとき，Iは有限生成であると言い，一元で生成

されたイデアルを，単項イデアルと呼ぶ。

空ではない集合Λを添字に持つAのイデアルの族 {Iλ}λ∈Λに対し

∑
λ∈Λ

Iλ = {
∑
λ∈Λ

aλ | ∀λ ∈ Λに対し aλ ∈ Iλで，殆ど全てのλ ∈ Λに対し aλ = 0}

と定め，{Iλ}λ∈Λの和という。和
∑
λ∈Λ

Iλは
∪

λ∈Λ

Iλで生成されたイデアルに等しい。共通部分∩
λ∈Λ

Iλもイデアルである。

12.2 イデアルの根基

IはAのイデアルとする。

√
I = {a ∈ A|ある整数 n > 0に対し an ∈ Iが成り立つ }

と定め，これを Iの根基（radical）という。I ⊆
√

Iである。I ∈ Spec Aなら，等式
√

I = I

が成り立つ。
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定理 12.4. IがAのイデアルなら，
√

IもAのイデアルで，I ̸= Aなら等式

√
I =

∩
p∈V(I)

p

が成り立つ。

証明. I ̸= Aとして十分である。a, b ∈
√

I とせよ。整数 n ≫ 0を an, bn ∈ I が成り立つよ

うにとる。すると，(ca)n = cnan ∈ I であるから，任意の c ∈ Aについて ca ∈
√

I である。

(a + b)2n =
∑

i+j=2n

(
2n
i

)
aibj であるが，i ≥ nなら ai ∈ I で，i < nなら j > nであるから

bj ∈ Iとなり，どちらの場合も aibj ∈ Iであるので，(a + b)2n ∈ Iとなり，a + b ∈
√

Iであ

ることが分かる。故に
√

IはAのイデアルである。
√

I ⊆
∩

P∈V(I)

pである。元 f ∈
∩

p∈V(I)

pがあって，f ̸∈
√

Iであると仮定すると，f のいかな

る冪 fn (n ≥ 0)もイデアル Iには含まれない。積閉集合S = {fn|n ≥ 0}を考え，B = S−1A

とおき，φ : A → Bを局所化の自然な写像とする。I ∩ S = ∅であるので，Bのイデアル

J = {a
s
| a ∈ I, s ∈ S}は，B とは異なる。もし J = B なら，1 ∈ J であるから 1

1
= a

s

(a ∈ I, s ∈ S) と表され，ある t ∈ Sに対して t(1·a− s·1) = 0が成り立ち，ts = ta ∈ I ∩Sと

なるからである。故に，B内にはイデアル Jを含む極大イデアルM が存在し，p = φ−1(M)

とおけば，p ∈ Spec Aで，φ(I) ⊆ J より I ⊆ pが成り立つ。故に f ∈ pで，φ(f) = f
1
∈ M

となるが，f
1
はBの単元であるから，不可能である。

問題 12.5. 次の主張を証明せよ。

(1) 任意のイデアル Iに対し，
√√

I =
√

Iが成り立つ。

(2) I1, I2をAのイデアルとすれば，
√

I1 ∩ I2 =
√

I1 ∩
√

I2である。

定義 12.6. (1) イデアル
√

(0) =
∩

p∈Spec A

pをAの冪零根基と呼び，
√

(0) = (0)が成り立つ

ときAは reducedであるという。

(2) イデアル
∩

m∈Max A

mをAの Jacobson根基と呼び，J(A)と表す。
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(3) A内に極大イデアルがただ一つしか含まれていないとき，Aは局所環 (local ring)である

という。

問題 12.7. 次の主張を証明せよ。

(1) J(A) = {a ∈ A | ∀x ∈に対し 1 − ax ∈ A×}である。

(1) Aは局所環で a ∈ Aとする。a = a2なら，a = 0であるかまたは a = 1である。

命題 12.8 (Krull-東屋の補題). J = J(A)とおき，I を環Aの有限生成イデアルとする。こ

のとき，I = JIなら，I = (0) である。

証明. I は有限生成であるから，I = (x1, x2, · · · , xn)となる Aの元 {xi}1≤i≤nが存在するよ

うな整数 n ≥ 0を最小に取る。I ̸= (0)なら n ≥ 1である。すると，xn ∈ JI であるか

ら xn =
n∑

i=1

aixi (ai ∈ J)と表すと，(1 − an)xn =
n−1∑
i=1

aixi で 1 − an ∈ A× であるから，

xn ∈ (x1, x2, · · · , xn−1)となって，I = (x1, x2, · · · , xn−1)が従い，整数 nの最小性が壊れる。

故に I = (0)である。

命題 12.9. IをAのイデアルとせよ。
√

Iが有限生成なら，十分大きな任意の整数m ≫ 0に

対し，(
√

I)m ⊆ Iが成り立つ。

証明.
√

I = (a1, a2, . . . , an) (n ≥ 1)と表し，aq
i ∈ I が 1 ≤ ∀i ≤ nに対し成り立つよう整数

q > 0をとる。すると，∀m ≥ 1に対し

(
√

I)m = (
n∏

i=1

aαi
i | 1 ≤ ∀i ≤ nについて 0 ≤ αi ∈ Zであって

n∑
i=1

αi = m)

であるから，整数mをm ≥ n(q − 1) + 1が成り立つようにとれば，
∑n

i=1 αi = mとなる非

負整数 α1, α2, · · · , αnの中に，少なくとも一つは αi ≥ qを満たすものが現れ，
∏n

i=1 aαi
i ∈ I

が得られる。故に (
√

I)m ⊆ Iである。
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12.3 Prime avoidance theoremとDavisの補題

定理 12.10 (Prime avoidance theorem). I, P1, P2, · · · , Pn (n ≥ 1)はAのイデアルで，イデ

アル P1, P2, · · · , Pnの中で素イデアルでないものは，たかだか２個しかないと仮定する。こ

のとき I ⊆
n∪

i=1

Piなら，ある 1 ≤ i ≤ nに対し I ⊆ Piが成り立つ。

証明. n ≥ 2としてよい。如何なる 1 ≤ i ≤ nに対しても I ̸⊆ Piであると仮定し，そのよう

な n ≥ 2を最小にとる。n = 2なら，a1 ∈ Iと a2 ∈ Iを，それぞれ a1 ̸∈ P2，a2 ̸∈ P1ととり，

a = a1 +a2とおく。すると，ai ∈ I ⊆ P1 ∪P2であるので，ai ∈ Pi (i = 1, 2)である。一方で，

a ∈ Iであるから，a ∈ P1であるか又は a ∈ P2が成り立つはずであるが，a = a1 +a2 ∈ P1な

ら，a1 ∈ P1であるから a2 ∈ P1が従い，a = a1 + a2 ∈ P1なら，a2 ∈ P2であるから a1 ∈ P2

が従う。どちらも不可能である。

故に n ≥ 3である。さて，必要なら並べ替えて，P1はAの素イデアルであるとしてよい。

nの最小性より，如何なる 1 ≤ i ≤ nに対しても I ̸⊆ ∪j ̸=iPjとなる。元 ai ∈ Iを ai ̸∈ ∪j ̸=iPj

が成り立つように取る。ai ∈ Pi，ai ̸∈ Pj (j ̸= i)である。a = a1 +
∏n

i=2 aiとおく。する

と，a ∈ I であるが，a ̸∈ ∪n
i=1Piである。実際，a = a1 +

∏n
i=2 ai ∈ P1なら，a1 ∈ P1より∏n

i=2 ai ∈ P1であるが，P1は素イデアルであって ai ̸∈ P1 (i ≥ 2)であるから，不可能であ

る。従って，a = a1 +
∏n

i=2 ai ∈ Pjが成り立つような jは 2以上であるが，
∏n

i=2 ai ∈ Pjで

あるから，a1 ∈ Pjが従い，やはり不可能である。

定理 12.11 (Davis). a ∈ A，I はAのイデアル，P1, P2, · · · , Pn (n ≥ 1)はAの素イデアル

とせよ。このとき，(a) + I ̸⊆
n∪

i=1

Piなら，ある x ∈ Iを選び，a + x ̸∈
n∪

i=1

Piが成り立つよう

にすることができる。

証明. n = 1とせよ。∀x ∈ Iについて a + x ∈ P1であるなら，a = a + 0 ∈ P1であってかつ

I ⊆ P1が成り立ち，(a) + I ⊆ P1となる。n ≥ 2であって我々の主張は n − 1までは正しい

と仮定する。
∪n−1

i=1 Pi ̸⊆ Pnであるとしてよい。すると，(a) + I ̸⊆
∪n−1

i=1 Piであるから，元
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y ∈ Iを a + y ̸∈
∪n−1

i=1 Piと選ぶことができる。もし a + y ̸∈ Pnなら，この y ∈ Iが求める元

である。a + y ∈ Pnとせよ。すると I ̸⊆ Pnである。実際, もし I ⊆ Pnなら，a + y ∈ Pnで

あるから，a ∈ Pnとなって，(a) + I ⊆ Pnが従うからである。イデアルPnは素であるから，

I·
∏n−1

i=1 Pi ̸⊆ Pnである（問題 5.64参照）。元 z ∈ I·
∏n−1

i=1 Piを z ̸∈ Pnが成り立つように選

び，x = y + zとおけば，この x ∈ Iが求める元である。実際，a + x ∈ Piとすると，i = n

なら，a + y ∈ Pnであるから z ∈ Pnが従い，i < nなら，z ∈ Piであるから a + y ∈ Piが従

うが，どちらも不可能だからである。

12.4 イデアルの拡大と制限

φ : A → Bは環の準同型写像とする。

Aのイデアル Iに対し φ(I)で生成されたBのイデアルを，IBあるいは Ieと表す。即ち，

Ie =

{
n∑

i=1

φ(ai)bi n > 0であって，各 1 ≤ i ≤ nについて ai ∈ I, bi ∈ B

}
である。I ⊆ Jなら Ie ⊆ Jeである。また，等式 (I+J)e = Ie+Je，(IJ)e = IeJeが，Aの任意

のイデアル I, Jに対し成り立つ。I = (a1, a2, . . . , an)Aなら，Ie = (φ(a1), φ(a2), . . . , φ(an))B

となり，Ieも有限生成である。

逆に，Bのイデアル Jに対し，φ−1(J)を J ∩Aまたは J cと表し，イデアル JのAへの制

限，あるいは引き戻しという。J cはAのイデアルであって，J ce ⊆ Jが成り立ち，Aのイデ

アル Iについては，I ⊆ Iecが成り立つ。故にAの任意のイデアル Iに対し，Iece = Ieとな

る。QをBの素イデアルとすれば，Qの制限QcはAの素イデアルである。

SをA内の積閉集合とし，自然な写像 f : A → S−1A, f(a) =
a

1
を考える。

定理 12.12. 次の主張が正しい。

(1) J を S−1Aのイデアルとすれば，J = J ceである。

(2) IをAのイデアルとすれば，Ie = {a

s
| a ∈ I, s ∈ S}，Iec = {a ∈ A | ある s ∈ Sが存

在して sa ∈ I}となる。
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証明. (1)
a

s
∈ J とすれば，

a

1
=

s

1
·a
s
∈ J であるから

a

1
∈ J となり，a ∈ J cが得られて，

J ⊆ J ceを得る。

(2) a ∈ I，s ∈ S ならば，
a

s
=

a

1
·1
s

∈ Ie である。逆に，x ∈ Ie とすれば，ai ∈ I,

bi

s
∈ S−1Aを取って x =

n∑
i=1

ai

1
·bi

s
=

n∑
i=1

aibi

s
=

a

s
(a =

∑n
i=1 aibi ∈ I)と表すことができ，

Ie =
{a

s
| a ∈ I, s ∈ S

}
が従う。

次に，等式 Iec = {a ∈ A |ある s ∈ Sに対し sa ∈ I}が成り立つことを示そう。a ∈ Iecなら

ば，ある b ∈ Iと s ∈ Sによって
a

1
=

b

s
と表すことができるから，t ∈ Sを等式 t(1·b−a·s) = 0

が成り立つように取ることができ，(ts)a = tb ∈ I が従う。a ∈ A，s ∈ S で sa ∈ I なら，

a

1
=

sa

s
∈ Ieより，a ∈ Iecが得られる。

系 12.13. IをAのイデアルとする。Ie = S−1Aであるための必要十分条件は，I ∩S ̸= ∅ で

ある。

系 12.14. P はAの素イデアルであって，P ∩ S = ∅とすると，拡大イデアルP eは S−1Aの

素イデアルである。また，写像

Φ : {P ∈ Spec A | P ∩ S = ∅} → Spec S−1A, Φ(P ) = P e

は，包含関係を保つような全単射である。

証明. P はAの素イデアルであって P ∩ S = ∅であるから，P ec = P，P e ̸= S−1Aである。

a

s
,
b

t
∈ S−1Aが

a

s
·b
t

=
ab

st
∈ P eを満たすなら，ab ∈ P ec = P となり，a ∈ P か又は b ∈ P が

従う。即ち，
a

s
∈ P eか又は

b

t
∈ P eとなって，P eが S−1Aの素イデアルであることを得る。

P ec = P であるから，写像Φは単射である。Qを S−1Aの素イデアルとしP = Qcとおけば，

P ∈ Spec Aであって P e = Q ̸= S−1Aが成り立つ。故に，P ∩ S = ∅であって，写像Φは全

射でもある。

P ∈ Spec Aに対し，S = A \P と定めて局所化 S−1Aを考えると，S−1AはP e = {a

s
| a ∈

P, s ∈ A \ P}を唯一つの極大イデアルとするような局所環である（命題 12.14参照）。
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定義 12.15. S−1AをAP と表し，点 P におけるAの局所環という。

問題 12.16. I, J をAのイデアルとすれば，等式 (I ∩ J)e = Ie ∩ Jeが成り立つ。確かめよ。

12.5 Noether環

Aは環とする。

定義 12.17. A内のいかなるイデアルも有限生成であるとき，AはNoether環であるという。

命題 12.18. Aに関する次の 3条件は，互いに同値である。

(1) AはNoether環である。

(2) I1 ⊆ I2 ⊆ · · · ⊆ Ii ⊆ · · · を Aのイデアルの昇鎖とすれば，十分大きな番号 k ≥ 1が

あって Ik = Iiが ∀i ≥ kに対し成り立つ。

(3) 集合F の空でないいかなる部分集合 Sも，包含関係に関する極大元を含む。但し，F

はAのイデアル全体よりなる集合を表す。

証明. (1)⇒(2) I =
∪
i≥1

Iiと置くと，I は環 Aのイデアルである。I は有限生成であるから，

I = (a1, a2, · · · , an) (n ≥ 1)と表し，番号N ≥ 1を 1 ≤ ∀i ≤ nについて ai ∈ IN となるよう

取れば，i ≥ N である限り等式 I = IN = Iiが成り立つ。

(2)⇒(3) 集合 S内に極大元が一つも含まれていないならば，如何なる I ∈ Sに対しても，

I ( Jとなるような J ∈ Sが Iに対して少なくとも一つは存在し，従って集合Sの元の昇鎖

I1 ( I2 ( · · · ( Ii ( · · · が得られる。これは仮定 (2)に反する。

(3)⇒(1) A内に有限生成でないイデアル I が存在したと仮定し，S = {J | J はAの有限

生成イデアルで J ⊆ I}とおけば，(0) ∈ S より S ̸= ∅であるから，極大元 J ∈ S を含む。

J ̸= Iであるので，a ∈ Iを a ̸∈ Jを満たすように取って，K = J + (a)とおくと，イデアル

Kは有限生成であってかつK ⊆ Iであるから，K ∈ Sとなるが，J ( Kであるのでイデア

ル J の極大性が壊れる。故に，Aのイデアルはすべて有限生成である。
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定理 12.19. AはNoether環とする。

(1) I ( ̸= A)をAのイデアルとすれば，A/IもNoether環である.

(2) A内のいかなる積閉集合についても，局所化 S−1AはNoether環である。

(3) 多項式環A[X1, X2, · · · , Xn] (n ≥ 1)はNoether環である。

従って，Noether環Aから出発して，(1), (2), (3)の操作を繰り返して得られる環Bは，すべ

てNoether環である。

証明. (1)，(2) B = A/I またはB = S−1Aとおき，自然な写像 φ : A → Bを考えると，B

の如何なるイデアル J に対しても等式 J ce = J が成り立つ。故にBもNoether環である。

(3) (E. Artin) nに関する帰納法により，n = 1として十分である。I0 ⊆ I1 ⊆ I2 ⊆ · · · ⊆

Ii ⊆ · · · を多項式環B = A[X]のイデアルの昇鎖とせよ。各 j ≥ 0に対し

ai,j = {a ∈ A | f = aXj + (jより低次の項)となるような f ∈ Iiが存在する }

とおく。ai,jは環Aのイデアルで，任意の整数 i, j ≥ 0に対し ai,j ⊆ ai+1,j，ai,j ⊆ ai,j+1が成

り立ち，下の図が得られる。

...
...

...
...∪

|
∪
|

∪
|

∪
|

a0,j ⊆ a1,j ⊆ a2,j ⊆ · · · ⊆ ai,j ⊆ · · ·∪
|

∪
|

∪
|

∪
|

...
...

...
...∪

|
∪
|

∪
|

∪
|

a0,1 ⊆ a1,1 ⊆ a2,1 ⊆ · · · ⊆ ai,1 ⊆ · · ·∪
|

∪
|

∪
|

∪
|

a0,0 ⊆ a1,0 ⊆ a2,0 ⊆ · · · ⊆ ai,0 ⊆ · · ·

この図の対角線上を見ると，a0,0 ⊆ a1,1 ⊆ aii ⊆ · · · であるから，an,n = an+1,n+1 = an+2,n+2 =

· · · となるような番号 n ≥ 0 が得られ，任意の i, j ≥ nについて等式 an,n = ai,j が従う。

さて，0 ≤ j ≤ nとする。このとき，a0,j ⊆ a1,j ⊆ a2,j ⊆ · · · ⊆ ai,j ⊆ · · · という Aのイ

デアルの昇鎖から，aαj ,j = aαj+1,j = aαj+2,j = · · · となる番号 αj ≥ 0が存在することがわ
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かるので，N = max[{αj | 0 ≤ j ≤ n}
∪
{n}]とおくと，∀j ≥ 0と ∀i ≥ N について等式

ai,j = ai+1,j が成り立つ。i ≥ N なら Ii = Ii+1が成り立つことを確かめよう。f ∈ Ii+1を取

り f ̸∈ Iiであると仮定する。このような f を特に j = deg f が最小となるよう選ぶ。このと

き，f = aXj + (jより低次の項) (a ∈ A)とおけば，a ∈ ai+1,j = ai,jであるから，g ∈ Iiを

g = aXj + (jより低次の項)が成り立つように選ぶことができる。しかし，h = f − gとおく

と，h ∈ Ii+1，h ̸∈ Iiで deg h < jであるから，j = deg f の最小性が壊れる。故に ∀i ≥ N に

ついて等式 Ii = Ii+1が成り立ち，多項式環B = A[X]もNoether環であることが分かる。

定理 12.20 (I. S. Cohen). 環Aに対し次の条件は同値である。

(1) AはNoether環である。

(2) 全ての P ∈ Spec Aは有限生成である。

証明. (2)⇒(1) AはNoether環でないと仮定し，有限生成でないイデアル全体のなす集合を

Sとおく。集合S内の空でない鎖 Cをとって I =
∪

J∈C
Jとおくと，イデアル Iは有限生成でな

い。故に，Zornの補題により，集合S内に極大元 Iを得る。I ̸= Aであってかつ I ̸∈ Spec A

でもあるので，元 x, y ∈ Aを xy ∈ I，x, y ̸∈ I を満たすよう選ぶことができる。I ( I + x

であるから，イデアル I + xは有限生成である。J = I : xとおけば，I ( I + (y) ⊆ J で

あるから，イデアル J も有限生成となる。I + (x) = (a1 + r1x, a2 + r2x, · · · , ams + rmx)

(ai ∈ I, ri ∈ A) (m ≥ 1) とし，J = (z1, z2, · · · , zn) (n ≥ 1)とする。このとき，∀a ∈ I

をとり a =
m∑

i=1

si(ai + rix) (si ∈ A)と表すと，a −
m∑

i=1

siai =

(
m∑

i=1

siri

)
x ∈ I であるか

ら，
m∑

i=1

siri ∈ I : x = J となり，
(

m∑
i=1

siri

)
x ∈ xJ = (xz1, xz2, · · · , xzn)を得る。故に，

a ∈ (a1, a2, · · · , am)+(xz1, xz2, · · · , xzn)となって，I = (a1, a2, · · · , am)+(xz1, xz2, · · · , xzn)

が得られるが，勿論不可能である。

12.6 イデアルの準素分解

Aは環とする。
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定義 12.21. IはAのイデアルとする。次の 2条件を満たすとき，IはAの準素イデアルで

あるという。

(1) I ̸= Aである。

(2) a, b ∈ Aのとき, ab ∈ Iなら，a ∈ Iであるか又は b ∈
√

Iが成り立つ。

素イデアルは準素イデアルである。mがAの極大イデアルなら， 任意の整数 n > 0に対

しA/mnは局所環であるから，冪mnはAの準素イデアルとなる。

補題 12.22. Iが準素イデアルなら，
√

I ∈ Spec Aである。

証明. I ̸= Aであるから
√

I ̸= Aである。a, b ∈ Aとせよ。ab ∈
√

I, a ̸∈
√

Iならば，ある整

数 n > 0に対して (ab)n = anbn ∈ Iとなる。IはAの準素イデアルであって an ̸∈ Iであるか

ら，bn ∈
√

Iとなり，b ∈
√

Iが得られる。故に
√

Iは素イデアルである。

Aの準素イデアル Iに対して，
√

I = P が成り立つとき，Iは P -準素イデアルであるとい

う。I1, I2が P -準素イデアルならば，I1 ∩ I2も P -準素イデアルである (問題 12.5)。

イデアル I (̸= A)は，有限個の準素イデアルの共通部分 I =
n∩

i=1

Qi (n ≥ 1)として表され

るとき，A内で準素分解を持つという。イデアル Iの準素分解 I =
n∩

i=1

Qiが無駄のない分解

であるとは，{Pi =
√

Qi}1≤i≤nが互いに異なっていて，1 ≤ ∀i ≤ nについて
∩
j ̸=i

Qj ̸⊆ Qiが

成り立つことをいう。イデアルは準素分解を持てば必ず無駄のない分解を持つ。

定義 12.23. Aのイデアル Iは，I ̸= Aであって，I = J ∩ Kであるようなイデアル J,Kが

J = I又はK = Iに限るとき，既約であるという。

補題 12.24. IをNoether環Aのイデアル (I ̸= A)とすると，イデアル Iは有限個の既約イ

デアルの共通部分である。

証明. 有限個の既約イデアルの共通部分ではないイデアル I (̸= A)がNoether環A内に存在

したと仮定し，このような Iを極大にとれば，イデアル Iは既約ではないので，環Aのイデ
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アル J,K ) Iを等式 I = J ∩ K が成り立つよう取ることができる。すると，J,K ̸= Aであ

るので，イデアル I の極大性から，J,Kは有限個の既約イデアルの共通部分として表され，

従って必ず Iも有限個の既約イデアルの共通部分として表されるが，不可能である。

補題 12.25. Noether環内では既約イデアルは準素イデアルである.

証明. I を既約イデアルとし，ab ∈ I，b ̸∈
√

I であるとせよ。このとき，イデアルの昇鎖

I : b ⊆ I : b2 ⊆ · · · ⊆ I : bn ⊆ · · · を考え，整数 n > 0を k ≥ nなら等式 I : bn = I : bkが

成り立つように取ると，(I : b) ∩ [I + (bn)] = I である。実際，x ∈ (I : b) ∩ [I + (bn)]なら

x = i + bny (i ∈ I, y ∈ A)と表すと，bn+1y = bx − bi ∈ Iであるから y ∈ I : bn+1 = I : bnと

なり，x = i + bny ∈ Iが従う。故に，(I : b)∩ [I + (bn)] = Iであって b ̸∈
√

Iであるので，イ

デアル Iの既約性から，a ∈ I : b = Iが得られる。

よって次の定理が得られた。

定理 12.26 (Laker-Noetherの分解定理). Noether環 Aのイデアル I (̸= A)は準素分解を

持つ。

AはNoether環，I ( ̸= A)はイデアルとせよ。I =
n∩

i=1

Qiはイデアル Iの無駄のない準素分

解とし，Pi =
√

Qiとおく。このとき次の等式が成り立つ。

定理 12.27. {P1, P2, · · · , Pn} = {P ∈ Spec A |ある x ∈ Aに対し P = I : xとなる }。

この定理の証明には，少し準備が必要である。Sを環A内の積閉集合で I ∩ S = ∅なるも

のとし，局所化 S−1Aを考える。Λ = {i | 1 ≤ i ≤ n, Pi ∩ S = ∅}とおく。すると，I ∩ S = ∅

であるから Λ ̸= ∅であって，分解 Ie =
∩
i∈Λ

Qe
i は，環 S−1A内での拡大イデアル Ieの無駄の

ない準素分解となっている。実際，i ∈ Λとすると，QiはPi-準素イデアルでPi ∩S = ∅であ

るから，Qec
i = Qiであって，

√
Qe

i = P e
i ∈ Spec S−1Aであることを得る。次に，環 S−1Aの

2元 x, yについて，xy ∈ Qe
i ならば，x =

a

s
，y =

b

t
と表した後に，xy =

ab

st
∈ Qe

i を見ると，
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ある u ∈ Sに対し u(ab) ∈ Qiとなることがわかる。故に，ua ∈ Qiであるか又は b ∈ Piが成

り立ち，これより x ∈ Qe
i または y ∈ P e

i であることが従う。即ちQe
i はP e

i -準素イデアルであ

る。P ec
i = Piであるから，{P e

i }i∈Λは相異なる。また，i ∈ Λについて，もしQe
i ⊇

∩
j∈Λ\{i}

Qe
j

ならQi = Qec
i ⊇

∩
j∈Λ\{i}

Qec
j =

∩
j∈Λ\{i}

Qjとなるので，∀i ∈ ΛについてQe
i ̸⊇

∩
j∈Λ\{i}

Qe
jである

ことが従う。

以上により，下記の結果が得られる。

補題 12.28. 分解 Ie =
∩

j∈Λ

Qe
i は，Iの拡大イデアル IeのS−1A内での無駄のない準素分解で

ある。

定理 12.27の証明を述べよう。

証明. 1 ≤ i ≤ nをとってS = A \Piとおき，上の議論を適用しよう。Ie =
∩

Pj⊆Pi

Qe
jは無駄の

ない準素分解であった。等式 Ie : y = P e
i が成り立つような元 y =

x

s
∈ APi

が存在すると仮定

せよ。すると，Ie :
x

1
= P e

i であるから，xPi ⊆ IecであってかつイデアルPiが有限生成であ

ることより，t ∈ A \ Piを txPi ⊆ Iが成り立つよう取ることができる。即ちPi ⊆ I : txが成

り立つ。このとき，元 a ∈ Aについて，もし a(tx) ∈ Iなら，
a

1
·x
1
∈ Ieとなるので，

a

1
∈ P e

i

が得られる。a ∈ P ec
i = Piであるから，等式 I : tx = Piが従う。逆に，P ∈ Spec Aのとき，

x ∈ Aに対して等式 P = I : xが成り立つなら，AP 内の等式 Ie :
x

1
= P eと拡大イデアル Ie

の Ie =
∩

Pi⊆P

Qe
i という無駄のない準素分解が得られる。即ち，定理 12.27内の等式は，局所

化APi
とAP を通し，Aが極大イデアルmを持つ局所環であって，Pi = mあるいは P = m

の場合に帰着されることがわかる。

Pi = mとせよ。このとき，Aの元 x ̸∈ Qiを，∀j ̸= iについて x ∈ Qj と取れば，x ̸∈ I

であり，xQi ⊆
∩n

j=1 Qj = I であるから，Qi ⊆ I : xとなる。故に，mℓ ⊆ Qi となる整数

ℓ > 0を取れば，必ず xmℓ ⊆ I となる。ここで，xmℓ ⊆ I を満たす整数 ℓ ≥ 1を最小に取れ

ば，xmℓ−1 ̸⊆ Iであるから，元 y ∈ xmℓ−1を y ̸∈ Iが成り立つように取ることができ，この

106



yについては ym ⊆ Iであるので，m ⊆ I : (y) ( Aが成り立ち，mがAの極大イデアルであ

ることから，m = I : (y)が得られる。

逆に，ある x ∈ Aに対してm = I : (x)が成り立つなら，xm ⊆ Iであって x ̸∈ Iである。

故に，x ̸∈ Qiとなる 1 ≤ i ≤ nを取れば，xm ⊆ QiでQiが準素イデアルであることより，

m ⊆ Piとなって，m = Piが従う。即ち，{P1, P2, · · · , Pn} = {P ∈ Spec A|ある x ∈ Aに対

し P = I : x}が成り立つ。

環Aのイデアル Iに対し

AssA A/I = {P ∈ Spec A |ある x ∈ Aがあって P = I : xが成り立つ }

とおき，AssA A/Iの元を，Iに随伴する素イデアル，あるいは，Iの素因子という。

以上の議論を纏めておくと，下記のようになる。

定理 12.29. IをNoether環Aのイデアルとすれば，次の主張が正しい。

(1) AssA A/Iは有限集合である。

(2) AssA A/I ̸= ∅であるための必要十分条件は I ̸= Aである。

(3) I ̸= Aとする。このとき，等式

I =
∩

P∈AssA A/I

I(P )

を満たすようなイデアルの族 {I(P )}P∈AssA A/Iが存在する。ここで，各P に対し，I(P )

は P -準素イデアルである。この準素分解には無駄がない。また，P ∈ AssA A/I が

AssA A/I内で包含関係について極小なら，I(P ) = Iecが成り立つので，イデアル I(P )

は準素分解 I =
∩

P∈AssA A/I

I(P )の取り方にはよらず，Iに対し一意的に定まる。

命題 12.30. IはNoether環Aのイデアル (I ̸= A)とせよ。a ∈ Aの像がA/I内で零因子で

あるための必要十分条件は，a ∈ P となるような P ∈ AssA A/Iが少なくとも一つ存在する
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ことである。故に，等式

∪
P∈AssA A/I

P = {a ∈ A | aの像はA/I内で零因子である }

が成り立つ。

証明. I =
n∩

i=1

Qi は無駄のない準素分解とする。y ̸∈ I が ay ∈ I を満たすなら，全ての i

について ay ∈ Qiであるが，特に y ̸∈ Qiとなる iに対しては，a ∈ Piが成り立つ。逆に，

P ∈ AssA A/Iとし，元 a ∈ P を取れば，P = I : xとなる x ∈ Aに対し必ず ax ∈ I が成り

立つ。x ̸∈ Iであるので，元 aの像はA/I内で零因子である。

Ass A = AssA A/(0)とおく。

系 12.31. Noether環A内では等式

∪
P∈Ass A

P = {a ∈ A | aはAの零因子である }

が成り立つ。

問題 12.32. IはNoether環Aのイデアルとする。Iが少なくとも一つAの非零因子を含む

なら，イデアル Iは非零因子で生成される，即ち，等式 I = (a1, a2, · · · , an) (n ≥ 1)を満た

すような，Aの非零因子 {ai}1≤i≤n (n ≥ 1)が存在することを証明せよ。

系 12.33. mがNoether環Aの極大イデアルなら，次の条件は同値である。

(1) m ∈ Ass Aである。

(2) mの元は全てAの零因子である。

証明. (2)⇒(1) Ass Aは有限集合である（系 12.31）。m ⊆
∪

P∈Ass A

P であるから，定理 12.10よ

りm ⊆ P があるP ∈ Ass Aに対し成り立つ。イデアルmは極大であるから，m = P ∈ Ass A

となる。
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13 次元論

13.1 Artin環

Aは環とする。

定義 13.1. 環 Aがイデアルに関する降鎖律を満たすとき，Aは Artin環であるという。即

ち，I1 ⊇ I2 ⊇ · · · ⊇ Ii ⊇ · · · がAのイデアルの降鎖なら，番号 k ≥ 1をとって，∀i ≥ kにつ

いて Ik = Iiが成り立つようにできることをいう。

この条件は，Aのイデアルよりなる空でないいかなる集合も，包含関係に関する極小元を

含むことと同値である。

補題 13.2. Aは極大イデアルmを持つ局所環であって，mは冪零，即ち，mn = (0)がある

整数n ≥ 1 に対し成り立つと仮定せよ。このとき，mが有限生成なら，AはArtin環である。

証明. n = 1なら，Aは体であって，自明なイデアルしか含まず，Artin環である。n > 1と

し，n − 1まで主張は正しいと仮定し

I1 ⊇ I2 ⊇ · · · ⊇ Ii ⊇ · · ·

を A内のイデアルの降鎖とする。m·mn−1 = (0)であるから，mn−1 は体 A/m上の有限次

元ベクトル空間である。（体 A/mの加法群 mn−1への作用は，a ∈ Aと x ∈ mn−1に対し，

ax = axと定める。ここで aは，aの A/m内での像を表す。）{Ii ∩ mn−1}i≥1はベクトル空

間mn−1の部分空間の降鎖であるから，部分空間の次元を考察することにより，十分大なる

番号 k ≥ 1では，∀i ≥ kに対し Ik ∩ mn−1 = Ii ∩ mn−1が成り立つことがわかる。一方で，

(m/mn−1)
n−1

= (0)であるから，nについての仮定により，局所環 A/mn−1は，Artin環で

ある。{(Ii + mn−1) /mn−1}i≥kは A/mn−1内のイデアルの降鎖であるから，十分大なる番号

ℓ ≥ kを見つけて，i ≥ ℓである限り必ず等式 (Iℓ + mn−1) /mn−1 = (Ii + mn−1) /mn−1が成り

立つようにすることができる。故に i ≥ ℓならば，Iℓ + mn−1 = Ii + mn−1であるので，補題
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12.3より，Ii = Ii ∩ (Iℓ + mn−1) = Iℓ + (Ii ∩ mn−1)が成り立つ。Ii ∩ mn−1 = Iℓ ∩ mn−1であ

るので，等式 Ii = Iℓ + (Iℓ ∩ mn−1) = Iℓが従い，AはArtinであることを得る。

補題 13.3. AはArtin環とする。次の主張が正しい。

(1) Aが整域ならAは体である.

(2) Aの素イデアルは極大イデアルであって，Spec Aは有限集合である。

証明. Aが Artin整域で 0 ̸= a ∈ Aなら，(an) = (an+1)となる整数 n > 0が存在し，ある

(x ∈ A)に対し an = xan+1となり，an(1− ax) = 0，即ち 1 = axが得られ，Aは体であるこ

とが従う。P ∈ Spec Aなら，A/P はArtinであるからA/P は体をなし，P が極大イデアル

であることが従う。Spec Aが無限集合なら，相異なる極大イデアルの族 {mi}i≥1をとって，

Aのイデアルの真の降鎖m1 ) m1 ∩m2 ) m1 ∩m2 ∩m3 ) · · · )
∩n

i=1 mi ) · · · を得る（問題

5.64参照）。故にAがArtin環なら Spec Aは有限集合である。

Aの極大イデアルの集合をMax Aで表す。

定理 13.4. 次の条件は同値である。

(1) AはArtin環である.

(2) AはNoether環で Spec A = Max Aである。

証明. (1)⇒(2) まず，Artin局所環はNoether環であることを示そう。AをArtin局所環，m

をその極大イデアルとする。

補題 13.5. mは冪零である。

証明. （M. F. Atitah – I. G. MacDonald : Introduction to Commutative Algebraからの引

用）降鎖 {mi}i≥0を考えることによって，整数 k ≥ 1を選んで，∀i ≥ kに対し等式mk = mi

が成り立つようにすることができる。I = mkとおき，I ̸= (0)と仮定する。

S = {J | J はAのイデアルで，JI ̸= (0)を満たす }
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とおくと，整数 kの選び方により I = I2 ̸= (0)となるので，I ∈ S である。Aは Artinで

あるから，集合 S は包含関係について極小な元 J を含む。JI ̸= (0)であるので，元 x ∈ J

をとって，xI ̸= (0)とすることができるが，(x) ⊆ J であるから，イデアル J の極小性よ

り，J = (x)が従う。一方で，I = I2より，(0) ̸= xI = xI2であるから，xI ∈ S であって

xI ⊆ J = (x)より，xI = (x)が従う。x = xi (i ∈ I))と表せば，(1 − i)x = 0であるが，

i ∈ I ⊆ mであるから，1 − i ∈ A×であって，x = 0となる。JI ̸= (0)であるから，不可能

である。

命題13.4の証明を続けよう。mは冪零であるから，補題13.2より，AがNoetherであること

を示すには，イデアルmが有限生成であることを示せば十分である。整数n ≥ 1をmn = (0)

にとる。n = 1なら，Aは体であって，確かに Noetherである。n > 1とし，n − 1までは

我々の主張は正しいと仮定しよう。A/mn−1は Artin局所環で，(m/mn−1)n−1 = (0)である

から，n − 1についての仮定より，その極大イデアル m/mn−1は有限生成である。一方で，

m·mn−1 = (0)であってAはArtinであるから，体A/m上のベクトル空間mn−1は部分空間

の真の減少列を含まない。即ちmn−1はA/m上有限次元のベクトル空間であって，Aのイデ

アルとしても有限生成である。mn−1とm/mn−1がともに有限生成であるので，mも有限生

成であることが従う。故にAはNoether環である。

次に，I1 ⊆ I2 ⊆ · · · ⊆ Ii ⊆ · · · は，必ずしも局所環ではない Artin環 A内のイデアル

の昇鎖とする。m ∈ Max Aとする。局所環 AmはArtinであって，従ってNoetherである。

Max Aは有限であるので，Am内の拡大イデアルの昇鎖 {Ii
e = IiAm}i≥1を考察すれば，整数

k ≥ 1を選んで，i ≥ kである限り全てのm ∈ Max Aに対し等式 IkAm = IiAmが成り立つ

ようにすることができる。このとき，i ≥ kなら等式 Ik = Iiが成り立つ。実際，Ik ( Iiな

ら，x ∈ Iiを x ̸∈ Ikであるように取って a = Ik : xとおけば，a ̸= Aであるから，a ⊆ m

を満たすm ∈ Max Aが存在する。一方で，
x

1
∈ IiAm = IkAmであるから，元 s ∈ A \ mを

見つけて sx ∈ Ikが成り立つようにできる筈である。このとき，s ∈ Ik : x = aであるから，
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s ∈ mが従うが，不可能である。故に，如何なる昇鎖 {Ii}i≥1も，十分大なる k ≥ 1に対し

Ik = Ik+1 = · · · が成り立ち，AはNoether環であることを得る。

(2)⇒(1) 集合Max Aは有限であるので，(2)⇒(1)の証明に於けると同様の理由により，A

は局所環としてよいことがわかる。mをAの極大イデアルとすれば，mは有限生成であって

Spec A = {m}であるから，十分大きな整数 n ≥ 1に対しmn = (0)となる。故に補題 13.2よ

りAはArtin環である。

系 13.6. Artin環A内では J(A) =
√

(0)である。故に J(A)は冪零である。

問題 13.7. 整数 n ≥ 1に対しAn = Z/2Zとおき，A =
∏

n≥1 An （直積）とする。次の主張

が正しいことを証明せよ。

(1) ∀f ∈ Aに対し f 2 = f である。

(2) ∀P ∈ Spec AについてAP
∼= Z/2Zである。従って局所環AP は体である。

(3) Spec A = Max Aが成り立つが，AはArtin環ではない。

補題 13.8 (CRT, Chinese Remainder Theorem). (1) I, J はAのイデアルとする。このと

き，I + J = Aなら IJ = I ∩ J である。

(2) {Ii}1≤i≤nはAのイデアルで，i ̸= jなら Ii + Ij = Aが成り立つと仮定せよ。このとき，

環準同型写像 φ : A →
∏n

i=1 A/Ii，φ(a) = {a mod Ii}1≤i≤nは全射でKer φ =
∩n

i=1 Ii

である。

証明. (1) a ∈ Iと b ∈ J を取り 1 = a + bと表せば，∀x ∈ I ∩ J に対し x = ax + bx ∈ IJ と

なり，I ∩ J = IJ が従う。

(2) 写像 φが全射であることを示せば十分である。n = 2とし 1 = a1 + a2 (ai ∈ Ii)と書

くと，x1, x2 ∈ Aに対し φ((x1 − x1a1) + (x2 − x2a2)) = (x1 mod I1, x2 mod I2)であるの

で，φは全射である。n ≥ 3であって n− 1まで我々の主張が正しいと仮定し J =
∩n

i=2 Iiと
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おくと，I1 + J = Aである。実際，I1 + J ̸= Aなら，Aの極大イデアル mを I1 + J ⊆ m

と取ると，mは素イデアルで
∏n

i=2 Ii ⊆ J ⊆ mであるから，Ii ⊆ mがある 2 ≤ i ≤ n

に対して成り立ち（問題 5.64参照），I1 + Ii ⊆ mとなるが，不可能である。故に，写像

φ1 : A → A/I1 × A/J , φ1(a) = (a mod I1, a mod J)は全射である。一方で，写像 φ2 :

A →
∏n

i=2 A/Ii, φ2(a) = {a mod Ii}2≤i≤nは，nについての仮定により全射であるので，写

像φ3 = idA/I1 ×φ2 : A/I1 ×A/J → A/I1 ×
∏n

i=2 A/Ii =
∏n

i=1 A/Iiは全射となる。故に，合

成 φ = φ3·φ1も全射である。

定理 13.9 (Artin環の構造定理). AがArtin環ならば，環準同型写像

φ : A →
∏

m∈Max A

Am，a 7→ {a

1
∈ Am}m∈Max A

は同型である。従って，Artin環は有限個のArtin局所環の直積と同型である。

証明. Aは Artin環であるから，Ass A = Max Aとなる。Max A = {m1,m2, · · · ,mn} (n =

♯Max A)とし，A内でイデアル (0)の無駄のない準素分解

(0) =
n∩

i=1

Qi

を，各 1 ≤ i ≤ nについてmi =
√

Qiが成り立つようにとる。すると i ̸= jなら，mi +mj = A

であるのでQi + Qj = Aが従い，補題 [CRT]によって環準同型写像

Φ : A →
n∏

i=1

A/Qi, a 7→ (a mod Qi)1≤i≤n

は同型である。φi : A → Ami
，εi : A → A/Qiを自然な写像とし，s ∈ A \miとすれば，A/Qi

は極大イデアルがmi/Qiであるような局所環であるから， 元 εi(a) = a mod QiはA/Qi内

で単元となり，環準同型写像 ψi : Ami
→ A/Qiが等式 εi = ψi·φiを満たすように定まって，

次の可換図形が得られる（定理 7.7参照）：

Ami

ψi // A/Qi

A

φi

``BBBBBBBB εi

<<zzzzzzzz
¯
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εiが全射であるから，ψiも全射である。写像 ψi : Ami
→ A/Qiが単射であることを示そう。

y ∈ Ker ψiなら，yは a ∈ Aと s ∈ A \miを取って y =
a

s
と表わせるから，ψi(y) = a·s−1 = 0

より，a ∈ Qiとなる。（但し，a = a mod Qi, s = s mod Qiである。）故に，a
1
∈ QiAmi

= (0)

であるから，y = a
s

= 0が得られ，写像 ψiが単射であることが従う。

13.2 Noether環の次元

AはNoether環とする。

I =
∩n

i=1 QiをAのイデアル Iの無駄のない準素分解とする。P ∈ Spec AがP ⊇ Iを満た

すための必要十分条件は，ある 1 ≤ i ≤ nに対し P ⊇ Qi，即ち P ⊇ Pi =
√

Qiが成り立つ

ことである。故に集合V(I)の包含関係に関する極小元は Iの極小素因子である。Iの極小素

因子全体のなす集合をMinA A/Iで表す。即ち

MinA A/I = {P ∈ V(I) | P はV(I)内で包含関係について極小である }

とおく。MinA A/I ⊆ AssA A/IであるからMinA A/Iは有限集合となる。特に

Min A = {P ∈ Spec A | P は Spec A内で包含関係について極小である }

と定める。Min A ⊆ Ass Aである。

補題 13.10. Aは極大イデアルがmであるような局所環とし，f ∈ m，p ∈ Spec Aとする。

このとき，m =
√

(f)であってかつ p ( mならば，p ∈ Min Aである.

証明. 整数 ℓ ≥ 1に対し p(ℓ) = pℓAp ∩ Aとおく。即ち

p(ℓ) = {a ∈ A |ある s ∈ A \ pがあって sa ∈ pℓ}

である。p(ℓ)は p-準素イデアルで pℓ ⊆ p(ℓ)が成り立つ。p(ℓ+1) ⊆ p(ℓ)であるから，{[p(ℓ) +

(f)]/(f)}ℓ≥1はArtin局所環A/(f)内で降鎖をなし，等式 p(ℓ) + (f) = p(ℓ+1) + (f)を満たす

整数 ℓ ≥ 1を得る。f ̸∈ pであって p(ℓ)は p-準素であるから，p(ℓ) ∩ (f) = fp(ℓ)である。故に

p(ℓ) = p(ℓ) ∩ [p(ℓ+1) + (f)] = p(ℓ+1) + [p(ℓ) ∩ (f)] = p(ℓ+1) + fp(ℓ)
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となり，Krull-東屋の補題より p(ℓ) = p(ℓ+1) が従う。よって，pℓAp = pℓ+1Ap であるから

(pAp)
ℓ = (0)となり，ApはArtin環，即ち p ∈ Min Aであることを得る。

定義 13.11. Aの素イデアル pに対し

htA p = sup{0 ≤ n ∈ Z | A内の素イデアルの列 p = pn ) pn−1 ) · · · ) p1 ) p0が存在する }

と定め，pの高さと呼ぶ。

(A, m)が局所環でm =
√

(f)を満たす f ∈ m が存在するなら，htA m ≤ 1である（補題

13.10）。

定理 13.12 (W. Krull). Aのイデアル Iが n個の元 f1, f2, · · · , fn (n ≥ 0)で生成されるなら，

任意の p ∈ MinA A/Iに対し htA p ≤ nが成り立つ。

証明. 局所化 Apを通し，Aは極大イデアルmを持つ局所環で，m ∈ MinA A/I が成り立つ

と仮定してよい。htA m ≤ nであることを示す。n ≥ 2であって n − 1以下まで正しいと

仮定せよ。htA m ≥ n + 1なら，素イデアルの列 m = pn+1 ) pn ) · · · ) p0が存在する。

Ii = (f1, f2, . . . , fi) (0 ≤ i ≤ n)，q = pnとし，イデアルの列

q + I = q + In ⊇ q + In−1 ⊇ · · · ⊇ q = q + I0

を考える。mはイデアル q + Inの極小素因子であるので，m =
√

q + Inが成り立つ。そこで

m =
√

q + Iiとなる整数 0 ≤ i ≤ n を最小に取る。すると，m ) qであるから 1 ≤ iであり，

mはイデアル q + Ii−1の極小素因子ではない。q + Ii−1の極小素因子 pをmとは異なるよう

取れば，m =
√

q + Iiであって q + Ii ⊆ p + (fi) ⊆ mであるから，整数 ℓ ≥ 1をmℓ ⊆ p + (fi)

となるように選ぶことができる。

f ℓ
j = pj + ajfi

(pj ∈ p, aj ∈ A, i < j ≤ n)とし，J = Ii−1 +(pj | i < j ≤ n)とおくと，f ℓ
j ∈ J +(fi) ⊆ pが成

り立ち，I ⊆
√

J + (fi)となる。即ち，剰余類環A/J内でm/J =
√

(fi)が得られ，J ⊆ p ( m
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であるからm/J ) p/J であって，補題 13.10より，素イデアル p/J はA/J 内で極小である

ことが従う。故に，pは J の極小素因子となり，帰納法の仮定から

htA p ≤ (i − 1) + (n − i) = n − 1

が従うが，p ⊇ qであって htA q ≥ nであるので，これは不可能である。

この定理からNoether環内の素イデアルの高さは有限であることが従う。

定義 13.13.

dim A = sup
p∈Spec A

htA p

とおき，これをAの次元と呼ぶ。

環BがAの準同型像であれば，dim A ≥ dim Bが成り立つ。環の次元は有限とは限らな

い。Aが極大デアルがmを持つ局所環であれば，dim A = htA mであって，d = dim Aは非

負整数となる。p ∈ Spec Aなら，等式

htA p = htAp pAp = dim Ap

が成り立つ。

定義 13.14. Aのイデアル I (̸= A)に対し htA I = min
p∈V(I)

htA p と定め，イデアル Iの高さと

呼ぶ。

命題 13.15. Iが高さ nのイデアルなら，I内には n個の元 f1, f2, · · · , fnが存在し，全ての

整数 0 ≤ i ≤ nに対して等式 htA(f1, f2, · · · , fi) = iが成り立つ。

証明. イデアルI内に i (< n)個の元f1, f2, · · · , fiが既に選ばれていて，等式htA(f1, f2, · · · , fj) =

jが 1 ≤ ∀j ≤ iに対し成り立っていると仮定せよ。J = (f1, f2, · · · , fi)を含み htA p = iを

持つ素イデアル pは，J の極小素因子であるから有限個しか存在せず，I を含むことがな

い。故に，元 fi+1 ∈ I を fi+1 ̸∈
∪

p∈V(J),htA p=i pとなるよう選べば，定理 13.12より等式

htA(f1, f2, · · · , fi+1) = i + 1が従う。
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系 13.16. Aが極大デアルmを持つ次元 dの局所環なら，等式m =
√

(f1, f2, · · · , fd)が成り

立つような d個の元 f1, f2, · · · , fd ∈ mが存在する。

定義 13.17. Aは極大イデアルmを持つ局所環とし d = dim Aとおく。元 f1, f2, · · · , fd ∈ m

に対し等式

m =
√

(f1, f2, . . . , fd)

が成り立つ，即ち，等式 dim A/(f1, f2, . . . , fd) = 0が成り立つとき，f1, f2, . . . , fdはAの巴

系であるという。

Aは局所環とし d = dim Aとせよ。

Assh A = {p ∈ Spec A | dim A = dim A/p}

とおく。Assh A ⊆ Min A ⊆ Ass Aである。A内には長さ dの素イデアルの列

p0 ( p1 ( · · · ( pd = m

が含まれていて，必ず p0 ∈ Assh Aであるから，Assh Aは空でない。

定理 13.18. f ∈ mとせよ。次の主張が正しい。

(1) d − 1 ≤ dim A/(f) ≤ d.

(2) dim A/(f) = d − 1であるための必要十分条件は，元 f がいかなる p ∈ Assh Aにも含

まれないことである。このとき f はAの巴系に拡大される。

証明. A = A/(f)とおく。dim A ≤ dである。dim A ≤ d − 2なら，m内に d − 2個の元

g1, g2, · · · , gd−2を取って dim A/[(f) + (g1, g2, . . . , gd−2)] = 0が成り立つようにできる。即ち

m =
√

(f) + (g1, g2, . . . , gd−2)

であるから，定理 13.12より，不可能な評価 d = dim A = htA m ≤ d−1が得られる。f ∈ pが

ある p ∈ Assh Aに対して成り立つなら，A/pはAの準同型像であって d = dim A/p ≤ dim A
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となり，等式 dim A = dが得られる。dim A = dなら，p ∈ Assh Aを取って p = p/(f) (p ∈

Spec A, f ∈ p)と表すと，A/p ∼= A/pであるので，等式 dim A/p = dim A/p = dが従い，

p ∈ Assh Aを得る。dim A = d − 1なら，A内で巴系をなすような f2, f3, . . . , fd ∈ mと併せ

れば元 f = f1, f2, . . . , fdはA内で巴系をなす。

系 13.19. Aは極大イデアルmを持つ局所環とする。f ∈ mが非零因子なら，等式

dim A/(f) = dim A − 1

が成り立つ。

証明. Assh A ⊆ Ass Aだからである。
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