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1. はじめに

本報告の内容は，L. Ghezzi, S. Goto, J. Hong, T. T. Phuong, W. V. Vasconcelosと

の共同研究 [GhGHOPV]及び，後藤四郎教授との共同研究 [GO]に基づいて構成された

ものである.

本報告の目的は，ヒルベルト函数の挙動を指標に，与えられた局所環内 (A, m)にど

のようなm-準素イデアルがいかに多様に含まれているかを解析しながら，局所環の可

換環論を展開するものである．

以下，Aを（可換な）Noether局所環とし，その極大イデアルをmと表しKrull次元

を d = dimA > 0とする. 環A内のm-準素イデアル Iに対して，整数 {ei
I(A)}0≤i≤dたち

が存在し，十分大きい整数 n ≫ 0に対して，イデアル Iのヒルベルト函数 ℓA(A/In+1)

が

ℓA(A/In+1) = e0
I(A)

(
n + d

d

)
− e1

I(A)

(
n + d − 1

d − 1

)
+ · · · + (−1)ded

I(A)

という形の多項式で表わされることがよく知られている．但し，ℓA(∗)はA-加群として

の長さを表す. これを，イデアル Iのヒルベルト多項式と呼び，各係数 ei
I(A)たちをイ

デアル Iの第 iヒルベルト係数と呼ぶ. 特に，先頭項の係数 e0
I(A) (> 0)はイデアル Iの

重複度と呼ばれる. このヒルベルト函数の挙動には，イデアル Iの構造のみならず基礎

環Aの構造もかなり忠実に反映されていると考えられる．

次数付代数のヒルベルト函数の研究はD. Hilbertの不変式論の研究にまで遡るが，局

所環のヒルベルト函数の研究も P. Samuelや A. Grothendieckによって 1950年代まで

には基礎理論が整備され，その後，D. Northcott, S. Abhyankar, E. Matlis, J. Sallyた

ちにより，blow-up代数の環構造研究との関わりの中で深い研究が行われた．

本報告の目的は，Noether局所環内の巴系イデアルを取り出し，そのヒルベルト函数

ℓA(A/Qn+1)の挙動を用いて基礎環の構造を分類することにある.

ここで，本報告の構成について述べたい. 第 2節では，巴系イデアルの第 1ヒルベル

ト係数の消滅性と基礎環のCohen-Macaulay性について述べる. また，e1
Q(A) = 0を満

たす巴系イデアルQを持つ環の特徴付けについても紹介する. 第 3節では，巴系イデア

ルの第 1ヒルベルト係数の値が一定であるようなNoether局所環の環構造を解析する.



2. 第 1ヒルベルト係数 e1
Q(A)の消滅性と基礎環のCohen-Macaulay性について

環構造を分類する上で最初の最も重要な環として，Cohen-Macaulay環が挙げられる.

現代可換環論はこの Cohen-Macaulay環解析を中心に急速に発展してきたと言われて

いる.

本節ではまずこのCohen-Macaulay環の定義について，巴系イデアルQの重複度e0
Q(A)

の特徴付けによる視点から紹介する.

その前に，Noether局所環A内の巴系イデアルQに対して，不等式

ℓA(A/Q) ≥ e0
Q(A)

がいつも成り立つことを述べておきたい.

Cohen-Macaulay環は次のように定義される.

定義 2.1. 環A内のある巴系イデアルQについて，等式 ℓA(A/Q) = e0
Q(A)が成り立つ

とき，AをCohen-Macaulay環であると定義する.

Cohen-Macaulay環はさらに次の通りに特徴付けることができる. 但し，環Aの極大

イデアルmによる局所コホモロジー加群をHi
m(A) (i ∈ Z)と表す.

命題 2.2. d > 0とする. 次の 3条件は互いに同値である.

(1) AはCohen-Macaulay環である.

(2) 環A内の全ての巴系イデアルQについて，等式 ℓA(A/Q) = e0
Q(A)が成り立つ.

(3) 任意の整数 i ̸= dに対して，Hi
m(A) = (0)である.

この様な，巴系イデアルQの重複度 e0
Q(A)による Cohen-Macaulay環の特徴付けは

良く知られている. これに対して，第 1ヒルベルト係数 e1
Q(A)ではどのようになってい

るかという問いが自然に考えられる.

ではここで，これら一連の巴系イデアルの第 1ヒルベルト係数の挙動研究に動きを与

えた次のVasconcelosの予想を紹介したい.

予想 2.3 ([GhHV, V]). 環Aを unmixedとする. このとき，A内のある巴系イデアルQ

に対して，e1
Q(A) = 0ならば，AはCohen-Macaulay環ではないか ?

但し，環Aがunmixedであるとは，環Aのm-進完備化 Âについて，任意のP ∈ AssÂ

に対して，等式 dimÂ/P = dが成り立つことである.

もしAがCohen-Macaulay環ならば，A内の全ての巴系イデアルQについて，e1
Q(A) =

e2
Q(A) = · · · = ed

Q(A) = 0が成り立つことが Cohen-Macaulay環の基本構造から従う.

そしてこのVasconcelosの予想は，その逆問題に対応するものである.



また，この予想については，[GhHV, MV]に於いても部分的な解答が与えられている

ことも述べておきたい.

本報告の主結果の一つは次の通りである.

定理 2.4. 環Aを unmixedとし，d > 0とする. このとき，次の 4条件は互いに同値で

ある.

(1) AはCohen-Macaulay環である.

(2) 環A内の全てのm-準素イデアル Iに対して，e1
I(A) ≥ 0である.

(3) 環A内のある巴系イデアルQに対して，e1
Q(A) ≥ 0である.

(4) 環A内のある巴系イデアルQに対して，e1
Q(A) = 0である.

この定理 2.4により，Vasconcelosの予想 2.3への完全な解答が与えられている. 証明

の概要を述べると，(1) ⇒ (4)は，先ほど述べた，Cohen-Macaulay環の基本構造から，

任意の巴系イデアルQに対して e1
Q(A) = 0が成り立つことに従う. (1) ⇒ (2)は成田の

定理 ([Na])から従う. (2) ⇒ (3)及び，(4) ⇒ (3)は自明である. 従って，(3) ⇒ (1)の証

明がこの定理の本質的な部分である.

この定理 2.4から次の系が直ちに導かれる.

系 2.5 ([MV]). Noether局所環A内の任意の巴系イデアルQに対して，e1
Q(A) ≤ 0が成

り立つ.

この定理 2.4を考察するに，e1
Q(A) = 0を満たす巴系イデアルQを含む局所環は特殊

なものであることが期待できる. そして，本節ではそのような環構造の特徴付けも行い

たい.

定理 2.6. d > 0とする. このとき，次の 4条件は互いに同値である.

(1) 環A内のある巴系イデアルQに対して，e1
Q(A) = 0である.

(2) 環A内の全ての巴系イデアルQに対して，e1
Q(A) = 0である.

(3) Â/UはCohen-Macaulay環であって，dimÂU ≤ d− 2である. 但し，U = UÂ(0)

は環Aのm-進完備化 Â内の (0)の非混合部分を表す.

(4) 環Aのm-進完備化 Âについて，あるイデアル I ( Âが存在して，Â/IがCohen-

Macaulay環であって，dimÂI ≤ d − 2を満たす.

この定理 2.6の (3)は，巴系イデアルの取り方に依らない条件であることに注意する.

この条件 (3)を経由することで，(1) ⇒ (2), 即ち，ある巴系イデアルQについて等式

e1
Q(A) = 0が一度成り立てば，全ての巴系イデアルQについて等式 e1

Q(A) = 0が成り立

つという非常に強い結果が導かれる. これこそが，この定理 2.6の最も本質的な部分で

ある.



本節の最後に，定理 2.6の応用を一つ紹介したい. 次の系では，環Aが unmixedを仮

定していない.

系 2.7. d > 0とする. Qを環 A内の巴系イデアルとする. このとき，任意の整数

1 ≤ i ≤ dについて，ei
Q(A) = 0ならば，AはCohen-Macaulay環である.

3. 第 1ヒルベルト係数の定常性と基礎環のBuchsbaum性について

前節では，巴系イデアルの第 1ヒルベルト係数の消滅性と基礎環のCohen-Macaulay

性に関する結果を紹介してきた．これに対して，本節では，巴系イデアルQの第 1ヒ

ルベルト係数 e1
Q(A)の値の取り方が高々有限個であるようなNoether局所環の構造の分

類を行いたい.

これから，分類を行う上で鍵となる Buchsbaum環及び FLCを持つ環について定義

を紹介するが，ここでも，巴系イデアルQの重複度 e0
Q(A)による特徴付けの視点から

の定義を採用したい.

前述の通り，一般にNoether局所環A内の巴系イデアルQに対して，不等式

ℓA(A/Q) ≥ e0
Q(A)

が成り立ち，任意のA内の巴系イデアルQに対して等式 ℓA(A/Q) = e0
Q(A)が成り立つ

ことと，AがCohen-Macaulay環であることが同値であったことに注意する.

Buchsbaum環の定義は次の通りである.

定義 3.1. ℓA(A/Q)− e0
Q(A)の値が一定であり，環A内の任意の巴系イデアルQの取り

方に依らないとき，AをBuchsbaum環であると定義する.

Aが Buchsbaum環ならば，任意の整数 i ̸= dに対して，m·Hi
m(A) = (0)が成り立つ

ことが知られている. 従って，このとき，局所コホモロジー加群Hi
m(A) (i ̸= d)たちは

剰余体A/m上の有限次元ベクトル空間をなす.

Cohen-Macaulay 環とは，まさに任意の巴系イデアル Q に対して等式 ℓA(A/Q) −
e0
Q(A) = 0が成り立つ環であることを見れば，この Buchsbaum環は Cohen-Macaulay

環の一般化に対応していることが分かる.

次に，FLCを持つ環の定義及び特徴付けは次の通りである.

定義 3.2. supL{ℓA(A/Q) − e0
Q(A)}が有限であるとき，Aは FLCを持つ環であると定

義する. 但し，集合 L = {Q | QはA内の巴系イデアル }とする.

命題 3.3. d > 0とする. 次の 2条件は互いに同値である.

(1) Aは FLCを持つ環である.



(2) 任意の整数 i ̸= dに対して，ℓA(Hi
m(A)) < ∞である.

この同値条件が成り立つとき, 等式

supL{ℓA(A/Q) − e0
Q(A)} =

d−1∑
i=0

(
d − 1

i

)
ℓA(Hi

m(A))

が成り立つ. 但し，集合 L = {Q | QはA内の巴系イデアル }とする.

ここで述べられている FLCとは，finitely local cohomology modulesの略である. 命

題 3.3の (2)が示す通り，FLCを持つ環とはまさに局所コホモロジー加群Hi
m(A) (i ̸= d)

たちが有限生成であるような環のことである.

さらに, 環Aが FLCを持つ場合に，A内の巴系イデアルQが等式

ℓA(A/Q) − e0
Q(A) =

d−1∑
i=0

(
d − 1

i

)
ℓA(Hi

m(A))

を満たすとき，Qは標準的な巴系イデアルであるという ([STC]).

この標準的な巴系イデアルは，FLCを持つ環の中で非常に強い性質を持っていて，

環 Aが FLCを持つならば，十分大きい整数 ℓに対して，極大イデアルの冪mℓに含ま

れる巴系イデアルは全て標準的であることも知られている (cf. [Sch, STC]). そして，

Buchsbaum環とは, FLCを持っていてかつ，任意の巴系イデアルが標準的であるよう

な環であると言える.

以上のような，巴系イデアルQの重複度 e0
Q(A)を用いたBuchsbaum環及び FLCを

持つ環の特徴付けは非常に良く知られているが，ここでも，巴系イデアルQの第 1ヒ

ルベルト係数 e1
Q(A)による特徴付けが期待される.

そこで以下，集合

Λ = Λ(A) = {e1
Q(A) | Qは環A内の巴系イデアル }

を定める.

ここで，次の 2つの問いを考えたい.

問題 3.4. AをNoether局所環とする.

(1) いつΛが有限集合をなすか？

(2) いつΛが一点集合をなすか？

前節の定理 2.6によると, 次の同値条件が従う.

注意 3.5. 0 ∈ Λ ⇔ Λ = {0}.



ではこれより，問題 3.4に取り組むにあたって必要な，これまでに知られている結果

を紹介したい. その際に，d = 1のときにはいつも等式 e1
Q(A) = −ℓA(H0

m(A))が成り立

つことから，この問題については d ≥ 2の場合が本質的となるということを述べておき

たい.

以下，整数 i ∈ Zに対して，hi(A) = ℓA(Hi
m(A))を環Aの局所コホモロジー加群の長

さと表す.

命題 3.6. 環Aが FLCを持つとし，d ≥ 2とする. Qを環A内の巴系イデアルとする.

このとき，次が正しい.

(1) ([GN]) 不等式 e1
Q(A) ≥ −

∑d−1
i=1

(
d−2
i−1

)
hi(A)が成り立つ.

(2) ([Sch]) Qが標準的ならば，等式 e1
Q(A) = −

∑d−1
i=1

(
d−2
i−1

)
hi(A)が成り立つ.

系 2.5によると，巴系イデアルQの第 1ヒルベルト係数について不等式 e1
Q(A) ≤ 0が

一般Noether局所環内に於いて成り立つ. これに対して，環Aが FLCを持つとき，命

題 3.6の (1)より，不等式

0 ≥ e1
Q(A) ≥ −

d−1∑
i=1

(
d − 2

i − 1

)
hi(A)

が成り立つ．このことから，環Aが FLCを持つならば，Λは有限集合をなすことが得

られる.

また，巴系イデアルQが標準的ならば命題 3.6の (2)により，等式

e1
Q(A) = −

d−1∑
i=1

(
d − 2

i − 1

)
hi(A)

が従う. よって，AがBuchsbaum環ならば，A内の全ての巴系イデアルQは標準的で

あることから，

Λ =

{
−

d−1∑
i=1

(
d − 2

i − 1

)
hi(A)

}
となり，Λは一点集合をなすことが分かる. そして，これらは全て逆の主張も正しいの

ではないかという自然な問いが与えられる.

Λの有限性について，次の結果が得られた.

定理 3.7. 環Aをunmixedとし，d ≥ 2とする. Λを有限集合と仮定し，整数 ℓ = −min Λ

と定める. このとき，任意の整数 i ̸= dに対して，mℓ·Hi
m(A) = (0)が成り立つ. 従って，

このときHi
m(A) (i ̸= d)は有限生成であり，Aは FLCを持つ環である.

本節の主結果は次の通りである.



定理 3.8. 環Aを unmixedとし，d ≥ 2とする. このとき，次の 2条件は互いに同値で

ある.

(1) AはBuchsbaum環である．

(2) 環A内の巴系イデアルQの第 1ヒルベルト係数 e1
Q(A)は一定値をとり，Qの取

り方に依らない. 即ち，Λが一点集合である.

この同値条件のどちらかが成り立つとき，Aの任意の巴系イデアルQに対して，等式

e1
Q(A) = −

d−1∑
i=1

(
d − 2

i − 1

)
hi(A)

が成り立つ.

この定理 3.8について，(1) ⇒ (2)及び最後の条件は前述の議論から従う. よって，本

報告では (2) ⇒ (1)の証明を紹介したい. その上で，次の命題が鍵となる.

命題 3.9. 環Aは FLCを持つとし，d ≥ 2，depthA > 0とする. Qは環A内の巴系イ

デアルとする. このとき，等式 e1
Q(A) = −

∑d−1
i=1

(
d−2
i−1

)
hi(A)が成り立つならば，Qは標

準的な巴系イデアルをなす.

それでは，定理 3.8の証明の概略を紹介したい.

定理 3.8の証明 (2) ⇒ (1). Λが一点集合であることから，定理 3.7より，環AはFLCを

持つ. 環Aが FLCを持つならば，A内に標準的な巴系イデアルは必ず含まれるので，

−
d−1∑
i=1

(
d − 2

i − 1

)
hi(A) ∈ Λ

が従う. そして, ここでもΛが一点集合であることから，

Λ =

{
−

d−1∑
i=1

(
d − 2

i − 1

)
hi(A)

}
が成り立つ. 従って，命題 3.9により，A内の全ての巴系イデアルQが標準的であるこ

とが導かれる. 以上より，AはBuchsbaum環をなす. �

このように，巴系イデアルQの第 1ヒルベルト係数 e1
Q(A)により，Buchsbaum環を

特徴付けることができた. これはBuchsbaum環の新しい特徴付けである.

一方で，この定理 3.8は環Aが unmixedでない場合には成り立たない. そのような例

を一つ紹介する.

例 3.10. B を正則局所環とし，d = dim B ≥ 3 とする. 環 B の正則巴系を

X1, X2, · · · , Xd とする. Noether局所環 A = B n B/(X1, X2, · · · , Xd−1)を B 上の剰

余環B/(X1, X2, · · · , Xd−1)によるイデアル化と定める. このとき，次が正しい.



(1) 環Aは unmixedではなく，dim A = dであって，depth A = 1である.

(2) 任意のA内の巴系イデアルQに対して，e1
Q(A) = 0である. 即ち，Λ = {0}で

ある.

(3) 環Aは FLCを持たない．特に，H1
m(A)は有限生成ではない.

本報告の最後に，Λが一点集合であるようなNoether局所環の特徴付けを紹介したい.

定理 3.11. d ≥ 2とする. このとき，次の条件は互いに同値である.

(1) Λは一点集合である.

(2) 環Aのm-進完備化 Â内の (0)の非混合要素を U = UÂ(0)を定める. このとき，

dimÂU ≤ d − 2であって，Â/U はBuchsbaum環である.

この同値条件のどちらかが成り立つとき，A内の任意の巴系イデアルQに対して，等式

e1
Q(A) = −

d−1∑
i=1

(
d − 2

i − 1

)
hi(Â/U)

が成り立つ.
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[Sch] P. Schenzel, Multiplizitäten in verallgemeinerten Cohen–Macaulay-Moduln, Math. Nachr.

88 (1979), 295–306.
[STC] P. Schenzel, N. V. Trung, and N. T. Cuong, Verallgemeinerte Cohen-Macaulay-Moduln,

Math. Nachr., 85 (1978), 57–73.
[V] W. V. Vasconcelos, The Chern coefficients of local rings, Michigan Math. J. 57 (2008),

725–743.

Department of Mathematics, School of Science and Technology, Meiji University,
1-1-1 Higashi-mita, Tama-ku, Kawasaki 214-8571, Japan

E-mail address: kozeki@math.meiji.ac.jp


