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K を標数 0の体とし，K[x, y]を x, yからなる２変数非可換多項式環とする．また

I = 〈xy−yx−x〉を xy−yx−xから生成される K[x, y]のイデアルとし，A = K[x, y]/I，

すなわち非可換多項式環 K[x, y] をイデアル I で割った剰余環とする．以後，A に

おける元 x̄ = x + I，ȳ = y + I を（記号を流用して）それぞれ x，yと表記する．こ

のとき，次の事実が成り立つ．

定理 1. (Bernoulli-type relations)

Aを上のように定義し，Aの元 wk,` を

wk,` = (xyk − yk x)x` ∈ A (k ≥ 1, ` ≥ 0)

とおく．このとき，次の関係式が成り立つ．
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ここで
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は２項係数であり，Bn は B1 = 1/2 をとるベルヌーイ数である．さ

て，上で定義した Aは実は non-abelianな２次元リー代数の包絡代数と同型である．

従って，Poincaré-Birkhoff-Witt’s theoremより，A = ⊕m,n≥0Kxmyn となり，ここで

W =
⊕
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Kxmyn

とおく．このとき，Bernoulli-type relations などを用いれば次の事実が成り立つこ

とがわかる．

系 2. W は Aの両側イデアルである． �

系 3. wk,` はWの基底となる．すなわち W = ⊕k≥1,`≥0Kwk,` を得る． �



ここで，次のような Bernoulli-type relationsの変形したものを考える．

命題 4. Aの元 wk を
wk = xyk − yk x ∈ A (k ≥ 1).

とおく．このとき次の関係式が成り立つ．
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このとき，係数にベルヌーイ数を含む次の関係式が成り立つ．

命題 5. L を上記のリー代数とする．このとき U(L) において次の関係式が成り

立つ．
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ベルヌーイ数はある非可換多項式環（を一つの関係式で割った環）のイデアルに

生ずる構造定数，及び non-abelianな２次元リー代数の包絡代数における関係式の

双方に深く関連している．
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