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第 15回代数学若手会では講演の機会をいただきまして，ありがとうございました．オーガナイザーの皆様
にあつく御礼申し上げます．

1 F -thresholdについての簡単なサーベイ

F -thresholdとは何かを一言で答えるならば，正標数の環のイデアルの組に対して定義される不変量，で
ある．ではそれは一体どのような意味を持つ不変量なのかと聞かれると，答えに窮してしまうというのが正

直なところである．F -thresholdというタイトルで講演しておいてそれはないだろう，というのはもっともな
話であるが，F -threshold自体まだ生まれて間もない (10年も経っていない)不変量であるため，まだ良く分
かっていないことがたくさんあるのである．発展途上の不変量と言えよう．従って，F -threholdの意味付け
に関しては，これから様々なことが明らかにされていくと思われる．私はそれに対して何らかの貢献をした

いという思いで F -thresholdを研究している．
まず，F -thresholdが定義された背景について述べる．標数 0の代数多様体の特異点を解析するためのツー

ルとして，log-canonical thresholdと呼ばれる不変量がある．この不変量は，標数 p > 0の世界で定義される
F -pure threshold(これについては千葉隆宏君の報告書を参照してください)と対応を持つことが，原-吉田，
Mustaţă-高木-渡辺により示された．標数 0の世界と標数 p > 0の世界を結ぶ「辞書」(渡辺敬一氏の言葉を借
りた)を作成するための研究が近年活発に行われているが，F -pure thresholdと log-canonical thresholdと
の対応はその研究成果の一つである．この F -pure thresholdを一般化させたものが F -thresholdである．

F -thresholdについての現在までの研究としては，正則局所環の場合の F -jumping numberとの対応や，重
複度との関係などがある．また他分野への応用として，Bernstein-佐藤多項式の根を F -thresholdを用いて
求めることができる ([MTW])ことが知られている．
さて，背景はこのくらいにして，早速 F -thresholdの定義を述べたいと思う．がその前に，記号などの設

定を行う．

Rは標数 p > 0の可換 Noether環 (ただし pは素数)とする．R◦を Rのどの極小素イデアルにも含まれな

い元の集合とする．Rのイデアル J と q = pe に対し，J [q] = (xq | x ∈ J)と定める．イデアル J が m-準素
イデアルであるとは，

√
J = mのときをいう．さらに J が巴系イデアルであるとは，J が dim R個の元で生

成された m-準素イデアルのときをいう．
以下が F -thresholdの定義である．講演では簡単のために環を整域としたが，ここではもう少し一般の環

に対して定義する．

定義 1.1. ([HMTW]) Rは上記の通りとする．Rのイデアル a, J を，a ∩ R◦ ̸= ∅かつ a ⊆
√

J を満たす m-
準素イデアルとする．

極限

lim
e→∞

max{r ∈ N | ar ̸⊆ J [pe]}
pe
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が存在するとき，この極限値を a の J に関する F-threshold といい，cJ(a) と書く．特に cJ(J) を J の

diagonal F-thresholdという．

F -thresholdの基本的性質を述べる．まず，cJ(a)は有限の値をとる ([HMTW, Remark 2.1])．実際，aが

l個の元で生成され，かつ a ⊆ J とすると，

aN{l(pe−1)+1} ⊆ (a[pe])N = (aN )[p
e] ⊆ J [pe]

となることから cJ(a) ≤ Nlがわかる．特に，dimR = dかつ J が巴系イデアルなら，

cJ(J) ≤ d

となる．実際には等号が成り立つことを後で見る．

また，次の命題も基本的である．証明は定義に沿って考えればすぐに分かる．

命題 1.2. ([MTW, Proposition 1.7]) R, a, Jは定義 2.1の通りとする．さらに，b, Iを b∩R◦ ̸= ∅かつ b ⊆
√

I

を満たす m-準素イデアルとする．

(1) I ⊇ J ならば cJ(a) ≥ cI(a)が成り立つ．

(2) b ⊆ aならば cJ(b) ≤ cJ(a)が成り立つ．さらに a ⊆ b̄ならば等号が成り立つ．ここで b̄は bの整閉包を

表す．

(3) 任意の r ∈ Z≥1 に対し，cJ(ar) = 1
r cJ(a)が成り立つ．

(4) 任意の q = pe に対し，cJ [q]
(a) = q・cJ(a)が成り立つ．

次に，F -thresholdの簡単な計算例を 2つ挙げる．

例 1.3. (R,m)を d次元 Noether局所環，J = (x1, . . . , xd)を巴系イデアルとする．このとき cJ(J)の値を
計算する．

(x1 · · ·xd)pe−1 ̸∈ J [pe] である (明らかなように思われるかもしれないが，厳密には monomial conjecture
というものが必要となる．monimial conjectureについては触れないことにする)から cJ(J) ≥ dとなる．一

方基本的性質から cJ(J) ≤ dである．従って cJ(J) = dとなる．

例 1.4. R = k[[t2, t3]],m = (t2, t3)とする．このとき cm(m)の値を計算する．
q = pe とおく．m[q] = (t2q, t3q)である．

mq = (t2q, t2q+1) ̸⊆ (t2q, t3q) = m[q].

mq+1 = (t2q+2, t2q+3) ⊆ (t2q, t3q) = m[q].

であるから，cm(m) = 1となる．
実は，(R, m)が 1次元の Noether局所環ならば cm(m) = 1となる ([MOY, Corollary 2.4])．

F -thresholdに関する基本的な問題を 2つ挙げて，この節を終わりにする．

(1) cJ(a)の値はいつ存在する？
例えば，Rが F -pure(すなわち，Frobenius射が pure)のときや，aが単項イデアルのときに存在すること

が分かっている ([HMTW, Lemmma 2.3])が，一般には未解決である．また，存在しないような例は今のと
ころ見つかっていない．

(2) cJ(a)の値は (存在したとき)いつ有理数となるか？
例えば，Rが体上本質的に有限型な F -finite(すなわち，Frobenius射が有限射)正則環のとき，また Rが

F -finite正則環で aが単項イデアルのときに正しいことが分かっている ([BMS1], [BMS2])が，こちらも一般
には未解決である．
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2 修論の結果

この節では，私の修士論文の主結果を述べる．私は修士論文において，binomial hypersurfaceと呼ばれ
る環

R = k[[X1, . . . , Xm, Y1, . . . , Yn]]/(Xa1
1 · · ·Xam

m − Y b1
1 · · ·Y bn

n )

に対し，cm(m)の値を求めた．

定理 2.1. R = k[[X1, . . . , Xm, Y1, . . . , Yn]]/(Xa1
1 · · ·Xam

m − Y b1
1 · · ·Y bn

n ) (ただし ai, bj ∈ N)とし，mを R

の極大イデアルとする．このとき，

cm(m) = m + n − 2 +
max{max{ai} + max{bj} − min{

∑
ai,

∑
bj}, 0}

max{ai, bj}

となる．特に，次のことが成り立つ：

(1) cm(m)の値は存在し，有理数である．

(2) cm(m)の値は標数 pに依らない．

(3) dimR − 1 ≤ cm(m) ≤ dim R(= m + n − 1)が成り立つ．

証明は長いので, 概略を述べるに留める．証明の鍵となる点は，イデアル I = (Xq
1 , . . . , Xq

m, Y q
1 , . . . , Y q

n ,

Xa1
1 · · ·Xam

m − Y b1
1 · · ·Y bn

n )に含まれる単項式の中で全次数が最小のものを見つけることであるが，イデアル
I のグレブナー基底が [Co]において計算されている為，目的のものを見つけることができるのである.
主定理を導くに至った動機を述べる．先ほど申し上げたように，標数 0の世界と標数 p > 0の世界を結ぶ

「辞書」を作成するための研究が近年活発に行われている．自分もそれに貢献したいという思いで F -threshold
の意味付けを行おうと研究している．それに当たり，様々な環に対して F -thresholdを具体的に計算するこ
とにより，そこから意味を見出そうというスタンスを私は採っている．修論では，指導教官である吉田健一

先生のアドバイスにより，具体的計算を行う対象として binomial hypersurfaceを取り上げた．
binomial hypersurfaceを取り上げた理由は，A.Concaの Hilbert-Kunz重複度の結果 ([Co])のアナロジー

を与えたいと思ったからである．Hilbert-Kunz重複度は以下のように定義される不変量である．

定義 2.2. (R, m)を Noether局所環とし，d = dim R ≥ 1とする．さらに，I を Rの m-準素イデアルとす
る．このとき，

eHK(I) = lim
e→∞

lR(R/I [pe])
ped

を I のHilbert-Kunz重複度という．特に eHK(R) = eHK(m)と定める．

詳細は省くが，Hilbert-Kunz重複度は特異点の悪さを繊細に反映する不変量として注目されている．
次に述べる定理は Conca によって与えられた．binomial hypersurface の Hilbert-Kunz 重複度の公式で

ある．

定理 2.3. ([Co, Theorem 3.1]) R = k[[X1, . . . , Xm, Y1, . . . , Yn]]/(Xa1
1 · · ·Xam

m − Y b1
1 · · ·Y bn

n ) とし，u =
max{max{ai}, max{bj}}とする．このとき，

eHK(R) =
m,n∑

h,k=1

(−1)h+kshm(a1, . . . , am)skn(b1, . . . , bn)
hk

(h + k − 1)uh+k−1

が成り立つ．ただし，shm はm変数の h次基本対称多項式を表す．
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(An)型有理二重点 R = k[[x, y, z]]/(xn+1 − yz)に対し，

cm(m) = eHK(R) = 2 − 1
n + 1

が成り立っている．この等式は環を binomial hypersurfaceに拡張させても成り立つのか，という問いを考え
た. この問いに答えようと思ったことが主定理を導いた動機である．
主定理と Concaの定理を比較した結果，cm(m)と eHK(R)との間には一般的な大小関係が成り立たないこ

とが判明した．上で挙げた (An)型有理二重点以外で両者が一致するような例は今のところ発見できていな
い．両者とも公式が複雑なので十分な考察ができていないのが現状である．両者が一致する例が (An)型有
理二重点だけ，ということが分かったならば，それなりに興味深い結果だと個人的には思っている．

3 修論以降の結果

この節では，修論以降の結果 ([MOY])を述べる．以下は [MOY]の執筆者 3名による共同研究である．
この結果は F -pure thresholdが関わっているので，まずこれの定義を行う．

定義 3.1. ([TW]) Rを F -finiteな Noether整域とし，(0) ̸= a ⊆ Rをイデアルとする．さらに t ∈ R≥0 と

する．

組 (R, at) が F-pure であるとは，任意の十分大きい q = pe に対し，ある d ∈ a⌊t(q−1)⌋ が存在して，

d1/qR ↪→ R1/q が R-準同型として分裂するときをいう．
また, fpt(a) = sup{t ∈ R≥0 | (R, at)は F -pure} を aの F-pure thresholdという．

それでは修論以降の結果を述べる．この結果は，渡辺敬一先生 (日本大学)が名古屋大学でされた集中講義
の内容が元になっている．講義の中で，渡辺先生は次の例を提示された：

例 3.2. R = k[[x, y, z, w]]/(xw − yz)とし，mを Rの極大イデアルとすると，

cm(m) = fpt(m) = 2

が成り立つ．

また，以下の事実は既に知られているものである：

Remark 3.3. Rが F -finite正則局所環なら，cm(m) = fpt(m) = dim Rが成り立つ．

Remark 3.4. Rが F -finiteな Noether局所環なら，cm(m) ≥ fpt(m)が成り立つ．

上の例と 2つの remarkを踏まえて，渡辺先生は以下の問いを提示された：

問題 3.5. cm(m) = fpt(m)が成り立つような正則でない Noether局所環の例が，例 4.2で挙げたもの以外に
存在するか？

この問題を解くにあたり，我々は環が binomial hypersurfaceの場合を考えることにした．我々は以下のよ
うに問題を設定した．

問題 3.6. R = k[[X1, . . . , Xm, Y1, . . . , Yn]]/(X1 · · ·Xm −Y b1
1 · · ·Y bn

n )とし，mをRの極大イデアルとする．

このとき，fpt(m)の値はいくつか？

Rを上のような形に限定したのは，この場合 Rが strongly F -regularと呼ばれるクラスの環になるからで
ある．Rが strongly F -regularの場合，fpt(m)の計算が generalized test idealと呼ばれるイデアルの計算に
帰着されるので，計算が幾分簡単になるのである．

それでは，問題 4.6に解答を与えよう．
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定理 3.7. ([MOY, Theorem4.8]) R = k[[X1, . . . , Xm, Y1, . . . , Yn]]/(X1 · · ·Xm − Y b1
1 · · ·Y bn

n )とし，mを R

の極大イデアルとする．このとき，

cm(m) = m + n − 2 +
max{1 + max{bj} − min{m,

∑
bj}, 0}

max{bj}
,

fpt(m) = n +
max{m −

∑
bj , 0}

max{bj}

となる.

この定理の系として，次が得られる．

系 3.8. R = k[[X1, X2, Y1, . . . , Yn]]/(X1X2 − Y1 · · ·Yn) (n ≥ 2)とし，mをRの極大イデアルとする．こ

のとき，

cm(m) = fpt(m) = n

が成り立つ．

こうして，我々は環が strongly F -regular binomial hypersurfaceの場合に，問題 4.5の解答となる新しい
例を作ることができた．

4 今後の課題

最後に私自身が考えている今後の課題を 3つ挙げて，本報告の終わりとする．

(1) F -thresholdを用いて，環またはイデアルを特徴付けることができるか？
例えば，次のような問題を考えていた．

問題 4.1. (R, m)を正則局所環とし，d = dimR ≥ 1とする．さらに J を Rの m-準素イデアルとする．こ
のとき，

cJ(J) = dならば，J は巴系イデアル

は正しいか？

J が巴系イデアルならば cJ(J) = dとなることは例 2.3で見た．正則局所環ではこの逆も成り立つだろう
というのが上の問題の主張である．

最近，渡辺先生のご指摘により，この問題に肯定的な解答が得られた．鍵となるのは次の定理である．

定理 4.2. ([HMTW, Corollary3.2]) (R, m)を d次元の excellent analytically irreducible Noether局所整域
とし，J = (x1, . . . , xd)を Rの巴系イデアルとする．

このとき，Rが F -rationalであることと，任意の I ) J に対し cI(J) < dとなることは同値である．

この定理から，J が巴系イデアルでないとすると，I ( J を満たす巴系イデアル I に対し，

cJ(J) < cI(J) = cI(I) = d

が成り立つ．従って，問題 5.1が正しいことが分かる．

(2) 行列式環の cm(m)の値はいくつか？
行列式環の定義を軽く復習しておく．
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定義 4.3. X をm× n行列とし，Ir+1(X)をX の (r + 1)次小行列式全体で生成されるイデアルとする．
このとき，環 k[X]/Ir+1(X)を行列式環という．

部分的ではあるが，解答を与えることができた．

定理 4.4. (千葉-松田-大溪) X をm× n行列とし, R = k[X]/I2(X)とおく．さらにmをRの極大イデアル

とする．このとき，

cm(m) = max{m,n}

が成り立つ．

この結果は r = 1の場合である．一般の rに対しては次のように予想している．

予想 4.5. R = k[X]/Ir+1(X)のとき，

cm(m) = max{m,n}・r

であろう．

(3) R = k[[x, y, z]]/(xa + yb + zc) (a ≤ b ≤ c)において，cm(m)の値はいくつか？
この問題を考えるに至った動機は，次の 2つの remarkである．

Remark 4.6. (R, m)が正則局所環のとき，cm(m) = dimRが成り立つ．

Remark 4.7. ([MOY, Corollary 2.4]) (R, m)が 1次元 Noether局所環のとき，cm(m) = 1が成り立つ．

これらの remarkから，次に考える対象は 2次元以上の正則でない環ということになる．その中でも比較
的計算が簡単 (であろう)と思われるので，上記の環を対象とした次第である．
冒頭で述べた，講演で申し上げた誤った内容というのは下記のものである．お詫び申し上げる．本報告書

では予想という形で訂正させていただくこととする．

予想 4.8. R = k[[x, y, z]]/(xa + yb + zc) (a ≤ b ≤ c)とし，mを R の極大イデアルとする．このとき，
1
b + 1

c ≥ 1
a かつ p ≫ 0ならば，

cm(m) =
3
2

+
b

2

(
1
a
− 1

c

)
であろう．
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