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本稿の内容は, 荒谷督司氏, 高橋亮氏との共同研究に基づく報告である.

本稿を通して, kを標数 0の代数閉体とし, R = k[[x0, x1, x2, . . . , xd]]/(f), ただし f は
0 6= f ∈ (x0, x1, x2, . . . , xd)を充たしているとする. (このような可換局所環は超曲面と呼
ばれている.) 有限生成R加群のなす圏をmod(R)と表わし, 極大Cohen-Macaulay加群の
なすmod(R)の充満部分圏をCM(R), 局所的に自由なR加群 (すなわち, Rの極大イデア
ルの以外の素イデアルで局所化したときに自由加群と同型である)のなすCM(R)の充満
部分圏をP(R)と表わす. またCM(R), P(R)の安定圏を, それぞれCM(R), P(R)と表わ
す. ここで, 直既約な極大Cohen-Macaulay加群XでX /∈ P(R)を充たす同型類全体の集
合をM(R)とおき, 各極大 Cohen-Macaulay加群M に対して, M の非自由軌跡を V(M)

とする.

Rが有限表現型 (すなわち, 直既約な極大Cohen-Macaulay加群の同型類が有限個のみ)

のとき, Rは単純特異点であり ([4, 8]), f は変数変換を施して
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と決定される ([3, 7]). このとき, CM(R)の対象と射が完全に分類されており, 結果として
CM(R)のARクィバーが描ける ([1, 10, 11]).

Rが可算表現型 (すなわち, 直既約な極大Cohen-Macaulay加群の同型類が可算無限個)

のとき, f は変数変換を施して
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と決定される ([4]). このとき, CM(R)の対象は完全に分類されている ([4, 5]). CM(R)の
射についてはRが孤立特異点を持たないため完全には分類できないけれども, P(R)の射
は完全に分類されており, 結果としてP(R)のARクィバーが描ける ([10]).

しかし, これだけでは可算表現型の超曲面を完全に理解したことにはならないと感じた
ため, 我々はさらに精密な解析を進めた結果, 次の定理を得た.

定理 1 Rを k上の可算表現型の超曲面とし, Rのイデアルを pR = (x0, x2, . . . , xd), mR =

(x0, x1, x2, . . . , xd) とおくとき, 次が成り立つ.

(1) 直既約な極大Cohen-Macaulay加群XRが存在し, 次の 2条件
(a) M(R) = {XR, Ω(XR)},
(b) V(XR) = {pR,mR} = V(Ω(XR)),

を充たす. ただし, Ω(XR)はXRのシジジーを表わす.

(2) 各M ∈ P(R)について, 完全系列

0 → L → M ⊕Rn → N → 0

が存在し, L,N ∈M(R) と n ≥ 0を充たす.

定理 1のひとつの応用として, 次の結果が得られる.

系 2 定理 1と同じ記号の下で, 次が成り立つ.

(1) CM(R)の三角圏としての次元は 1である.

(2) CM(R)のGrothendieck群は, [R]と [XR]により生成される.

以下では, 定理 1の証明の概略を述べたい.

(証明の概略) (i) (A1
∞)型すなわちR = k[[x0, x1]]/(x

2
0)のとき, Rの素イデアルは p = (x0)

とm = (x0, x1)だけであり, 直既約な極大Cohen-Macaulay加群の同型類は,

R, R/(x0), Coker(ϕn) (n = 1, 2, . . .),

ただし ϕn =

(
x0 xn

1

0 −x0

)
である. 完全列

0 → R/(x0) → R → R/(x0) → 0,

0 → R/(x0) → Coker(ϕn) → R/(x0) → 0

が得られ, V(R/(x0)) = {p,m}により, R/(x0) ∈M(R)が成り立つ.



Rp成分の行列の基本変形
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により, Coker(ϕn)p は Rp と同型になる. すなわち, Coker(ϕn) /∈ M(R) であるから,

M(R) = {R/(x0)}が成り立つ.

(ii) (D1
∞)型すなわちR = k[[x0, x1]]/(x

2
0x1)のとき, Rの素イデアルは p = (x0), q = (x1)

とm = (x0, x1)だけであり, 直既約な極大Cohen-Macaulay加群の同型類は,

R, R/(x0), R/(x0x1), R/(x2
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である. R/(x0x1)は R/(x0)のシジジーであり, 下側の 4つのタイプの加群が R/(x0)と
R/(x0x1)の拡大として表わせることは明らかである. また, R成分の行列の基本変形
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から, 完全列
0 → R/(x0x1) → R → R/(x0) → 0,

0 → R/(x0) → R/(x2
0) → R/(x0) → 0,

0 → R/(x0x1) → R/(x1)⊕R → R/(x0x1) → 0,

0 → R/(x0) → Coker(ϕ+
n ) → R/(x0) → 0,

0 → R/(x0x1) → Coker(ϕ−n ) → R/(x0x1) → 0,

0 → R/(x0x1) → Coker(ψ+
n ) → R/(x0) → 0,

0 → R/(x0) → Coker(ψ−n ) → R/(x0x1) → 0

が得られる. V(R/(x0)) = V(R/(x0x1)) = {p,m}, V(R/(x2
0)) = V(R/(x1)) = {m}が成り

立ち, Rqは体なので, Rp加群についてのみ考えれば良い.



Rp成分の行列の基本変形
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により, Coker(ϕ+
n )p

∼= Rp
∼= Coker(ϕ−n )p, Coker(ψ+

n )p
∼= Rp

∼= Coker(ψ−n )pが得られるの
で, M(R) = {R/(x0), R/(x0x1)}が成り立つ.

(iii) (A2
∞)型すなわちR = k[[x0, x1, x2]]/(x
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∼= k[[x0, x1, x2]]/(x0x2)のとき, 直既

約な極大Cohen-Macaulay加群の同型類は,

R,R/(x0), R/(x2), Coker(ϕ+
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ただし ϕ+
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である. 完全列

0 → R/(x2) → R → R/(x0) → 0,

0 → R/(x2) → Coker(ϕ+
n ) → R/(x0) → 0,

0 → R/(x0) → Coker(ϕ−n ) → R/(x2) → 0

と, V(R/(x0)) = V(R/(x2)) = {(x0, x2), (x0, x1, x2)}は簡単に確かめられる. また, (D1
∞)

型のときと同様の議論により, Coker(ϕ+
n )p

∼= Rp
∼= Coker(ϕ−n )pが得られるので, M(R) =

{R/(x0), R/(x2)}が成り立つ.
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α =

(
x2 x0x1

x0 x2

)
, β =

(
x2

0 x2

x2 x1

)
,

ϕn =




x2 x0x1 0 −xn+1
1

x0 x2 xn
1 0

0 0 x2 x0x1

0 0 x0 x2


 , ψn =




x2 x0x1 −xn
1 0

x0 x2 0 xn
1

0 0 x2 x0x1

0 0 x0 x2






であり, R, Coker(β), Coker(ϕn), Coker(ψn) ∈ P(R)と Ω(Coker(α)) ∼= Coker(α)が知られ
ているので, M(R) = {Coker(α)}が成り立つ.

自然な複体

R2 α−−−→ R2 (x0,−x2)−−−−−→ R −−−→ R/(x0, x2) −−−→ 0

は完全列なので, Coker(α)はRの素イデアル p := (x0, x2)と同型である. 極大イデアルを
m = (x0, x1, x2)とおくと, V(p) ⊂ {p,m}と p ∈ V(p)が成り立つので, V(p) = {p,m}が得
られる.

Coker(ϕn)とCoker(ψn)がCoker(α)の拡大で表わされることは明らかであり, R成分の
行列の基本変形
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から, 完全列
0 → Coker(α) → Coker(ϕ) → Coker(α) → 0,

0 → Coker(α) → Coker(ψ) → Coker(α) → 0,

0 → Coker(α) → Coker(β)⊕R → Coker(α) → 0,

0 → Coker(α) → R2 → Coker(α) → 0

が得られる. ¤
d ≥ 3の場合を証明する前にKnörrerの巡回性と呼ばれる次の補助定理を思い出そう.

補助定理 3 S = k[[x0, x1, . . . , xn]]と T = k[[x0, x1, . . . , xn, y, z]]を形式的冪級数環とし,

f ∈ (x0, x1, . . . , xn)Sを 0でない元とするとき, f の行列分解のなす圏から f + yzの行列
分解のなす圏への関手

(A,B) 7→
((

A yE

zE −B

)
,

(
B yE

zE −A

))

は, 三角圏の間の三角同値

F : CM(S/(f))
∼=−→ CM(T/(f + yz))

を導く.



以降は定理 1の証明の概略に戻る.

(v) d ≥ 3の場合は超曲面Rに対して, (A1
∞)型, (D1

∞)型, (A2
∞)型または (D2

∞)型の超
曲面 T が一意的に定まり, Knörrerの巡回性の関手を合成することで三角同値

F : CM(T ) −→ CM(R)

が得られる. このとき, XR = FXTは定理1の (1)と (2)を充たす. ¤
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