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1 はじめに
有限群のモジュラー表現とは，素数標数をもつ体上での有限群の表現であり，
約 70年前にBrauerによって研究が始められ基礎が築かれた.

・ pを素数，kを標数 pの代数閉体，Gを有限群とする.

k 上の Gの表現を考えることは kG-加群を考えることと同値なので，
モジュラー表現論では指標だけではなく加群の研究が重要である.

・加群は，有限生成右加群を考える.

・ a ∈ kG, g1, g2 ∈ Gに対し，a(g1, g2) := g1
−1ag2で kGを k[G × G]-加群

とみなしたときの直既約直和分解を

kG = A0 ⊕ A1 ⊕ · · · ⊕ Ar

とするとき，各直既約直和因子Ai (0 ≤ i ≤ r)をGのブロックという.

・全ての有限生成 kG-加群は直既約加群の直和

U = U1 ⊕ U2 ⊕ · · · ⊕ Us

に分解され，各直和因子 UjはあるブロックAiに属する.

(各直既約加群Ujに対して，ある0 ≤ i ≤ rが唯一つ存在して，UjAi = Uj

かつ UjAl = 0 (l 6= i)を満たす. このとき UjはAiに属するという.)

・自明な kG-加群 kGが属するブロックを主ブロックという.

・Ujを直既約 kG-加群とし，Ujの vertexを vtx(Uj)と書くと，

vtx(Uj) ≤ G ; p-部分群

で，G-共役を除いて一意的である.
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・ブロックを k[G × G]-加群とみなしたときの vertexである，G × Gの
部分群と同型なGの部分群を，不足群という.

・ブロックに属する直既約加群のvertexは，そのブロックの不足群の部分群
になる.

以下，説明していない用語は，永尾・津島 [10]を参照してほしい.

• 今回の結果

Gが位数 pn (n > 1)の巡回 Sylow p-群をもつ場合について，Sylow p-群
より真に小さい，自明でない群を vertexにもつ Scott加群の構造を決定
した. これは越谷・功刀 [8]において，vertexが巡回不足群である，自明
な sourceをもつ加群を全て解明していることから，vertexが不足群よ
り真に小さい場合について，自明な sourceをもつ加群はどのようにな
るのか考えることから派生している.

対象 属するブロック
今回 Scott加群 主ブロック

(t.s.m.の一部)

越谷・功刀*1 trivial source module 主ブロック以外のブロックの可能性もある
　　　　　　　　　　　　　
属するブロックの不足群 vertex

巡回 Sylow p-群 P で *2 1 � Pi � P *3

|P | = pn (n > 1) (|Pi| = pi, 1 ≤ i ≤ n − 1)

巡回 p-部分群 不足群と一致するもの

　　

*1. 越谷・功刀 [8]を参照.

*2. 主ブロックの不足群はGの Sylow p-群である.

*3. vertexが自明な群のとき，Sylow p-群のときは易しい.
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2 Scott加群と諸定理
(K, O, k)を spliting p-modular systemとする. つまり，完備離散付値環O
が存在して唯一つの極大イデアル rad(O)をもち，KはOの商体で標数 0で
あり，kはOの剰余体O/rad(O)で標数 pである. また，Gの任意の部分群
に対してKと kは共に分解体である.

定理 2.1. (Scott, Alperin) (永尾・津島 [10], IV章, 定理 8.4参照) G ≥ H，
Sylp(H) 3 Qとする. このとき

(i) kH ↑Gの直既約因子 Sで次の 3条件を満たすものが存在する.

(a) kG | soc(S).

(b) kG | S/rad(S).

(c) vertexのひとつに Qをもち，かつ f = f(G,Q,N = NG(Q))を
Green対応とすると，fSはk[N/Q]-加群とみることができて，N/Q

の自明な加群の射影被覆である.

(ii) kH ↑Gの直既約分解において，上の 3条件のどれに対してもそれを満た
す直既約因子は一意的に定まる.

上の定理のような加群 S を Scott(G,H)と表し，Scott加群とよぶ. これは
同型を度外視すれば，GとH だけできまる. 上の定理の条件 (c)とそれを満
たす加群の一意性から，ただちに次が得られる.

系 2.2. (永尾・津島 [10], IV章, 系 8.5参照) G ≥ H , H ′とし，Q , Q′をそれ
ぞれ H , H ′の Sylow p-群とするとき次が成り立つ.

Scott(G, H) ∼= Scott(G,H ′) ⇐⇒ QとQ′ はG共役.　

特に Scott(G,H) ∼= Scott(G,Q)である.

従って，Gのp部分群QをvertexにもつScott(G,Q)を考えればよく，これを
Qを vertexにもつ Scott加群とよぶ.

定理 2.1より Scott 加群は自明な sourceをもつ加群で，kGの主ブロックに
属することがわかる. また，Scott 加群は自己双対性をもつ。

注意 1. Scott(G, 1) = P (kG) (自明な kG-加群 kGの射影被覆) であり，Gの
Sylow p-群を P とすると，Scott(G,P ) = kG である.
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定義 2.1. kG-加群Mに対し，あるOG-加群 M̂が存在して，M̂/rad(M̂) ∼= M

となるとき，M は持ち上げ可能であるという. また M̂ をM の liftという.

定理 2.3. 自明な sourceをもつ kG-加群は，自明な sourceをもつOG-加群に
一意に持ち上げ可能である.

注意 2. kG-加群 M が持ち上げ可能であるとき，その liftを M̂ とすると
M̃ = M̂ ⊗O Kは KG-加群で，これに対応する表現の通常指標を考えるこ
とができる. この指標を χM̂ と表し，以下ではM に対応する通常指標とよぶ
ことにする. 定理 2.3より Scott 加群に対応する通常指標が存在する.

次に、自明な sourceをもつ加群について考える上で重要になる補題を紹介
しておく.

補題 2.4. (Green-Landrock-Scott) M を自明な sourceをもつ kG-加群，χM̂

をM に対応する通常指標とする.

(i) QがGの p-部分群ならば，

dimk[soc(M↓Q)] = (χM̂ , 1Q)Q

(ii) xをGの p-元とすると，χM̂(x)は自明な k〈x〉-加群 k〈x〉 と同型なM↓〈x〉
の直和因子の数に等しい. 特に χM̂(x)は非負整数である.

(iii) xをGの p-元とする. χM̂(x) 6= 0であることと，xがM のある vertex

に属することは同値である.
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3 準備
・ pを奇素数とする.

p = 2のとき，Scott加群は長さ pn−iの単列加群 (uniserial module)に
なる.

・P はGの巡回 Sylow p-部分群で，|P | = pn (n > 1)とする.

・Piを位数 piの P の部分群とする.

・AをGの主ブロックとする.

・ eはブロック Aの惰性指数とする.

不足群が巡回群である主ブロックに対しては，e := |NG(P )/CG(P )|で
ある. また，ブロックの惰性指数とブロックに属するBrauer指標の個数
は一致する. このとき，p−1

e
は自然数である.

・m :=
|P | − 1

e
=

pn − 1

e
, mn−i :=

pn−i − 1

e
と定める.

・ T (A)でAのBrauer treeを表すことにする.

Brauer treeとは，Gのブロックが巡回不足群をもつときに，分解行列
(ブロックに属する既約通常指標の p′-元への制限を，既約Brauer指標の
一次結合で表したときの係数を成分にもつ行列) から得られる通常指標
と Brauer指標の関係をグラフにしたもので，その辺には既約 Brauer

指標が，頂点には既約通常指標が対応する. 従って，eは T (A)の辺の
数である.
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仮定 . 以後，T (A)が次の二つの形である場合について考える. ただし，特に
断りがない限り，辺の番号とその辺に対応する単純 kG-加群を同一視する.

(a) 自明な kG-加群に対応する辺の端点 (これは treeの端点になっている)

から例外頂点に至る最短経路は「直線」で，その最短経路の長さが奇数
の場合. (ι ≥ 1)

c c c c1 2 3 c 2ι + 1 s

(b) 自明な kG-加群に対応する辺の端点 (これは treeの端点になっている)

から例外頂点に至る最短経路は「直線」で，その最短経路の長さが偶数
の場合. (ι ≥ 1)

c c c c1 2 3 c 2ι s

上記の「直線」とは，その経路上に他の分岐がないことを意味する.

ブロックAは e個の非例外指標 {χ1, χ2, . . . , χe}と，m個の例外指標{χ′
1, χ

′
2, . . . , χ

′
m}

をもち，χ0 =
∑m

j=1 χ′
jとすると，χ0, χ1, . . . , χeは T (A)の各頂点に対応する.

ただし，χ0は例外頂点 (黒丸で表した頂点)に対応する.

P = 〈u〉，ε := e
2π

√
−1

pn とするとき，

Irr(P ) − {1P} 3 λj : P → K [u 7→ εj]

と定める. NG(P )による Irr(P ) − {1P}への作用の代表元はm個あるので，
{λtj}1≤j≤mを代表元の集合とする. さらに，χλtj

を λtj とNG(P )-共役な P の
既約指標の和とする. このとき，

命題 3.1. χ′
j (j = 1, 2, . . . ,m)をAに属する例外指標とすると，

∃ tj に対し , χ′
j|P−{1} = χλtj

である.

そこでχλtj
をGへ拡張して，例外指標 χ′

jの代わりにχλtj
(j = 1, 2, . . . ,m)

を用いることにする.
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4 主定理
定理 4.1. 0 < i < nに対してMi = Scott(G,Pi)とおき，Miに対応する通常
指標を χM̂i

とする.

(a) T (A)が以下のようなとき，つまり自明な kG-加群に対応する辺の端点
(これは treeの端点になっている)から例外頂点に至る最短経路は「直線」
で，その最短経路の長さが奇数の場合 (ι ≥ 1)，

c c c c1 2 3 c 2ι + 1 s¢¢
¢

´
´́

c

ccχ1 χ2 χ3 χ2ι+1
χ0

S1 S2

Sa

　

··
·
··

(ただし，例外頂点から伸びている辺に対して反時計回りに番号がふら
れているものとする.) Miは次のような組成因子の構造をもつ直既約
加群である.

Mi = JJ JJ­­
1

2

3

­­
2ι + 1

S1
S2

Sa
2ι + 1

Sa
2ι + 1

­
­

­
­

­
­

­­
2ι

JJ JJ JJ­­
3

2

1

ここで, Miの組成因子における単純加群 2ι+1の重複度は mn−i+1であ
り，例外頂点から伸びるその他の辺に対応する単純加群 Sj (j = 1, 2, . . . , a)

の重複度は，mn−iである.

また，対応する通常指標は

χM̂i
= χ1 + χ2 + χ3 + · · · + χ2ι+1 +

∑
pi | tj , 1≤j≤m

χλtj

である.
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(b) T (A)が以下のようなとき，つまり自明な kG-加群に対応する辺の端点
(これは treeの端点になっている)から例外頂点に至る最短経路は「直線」
で，その最短経路の長さが偶数の場合 (ι ≥ 1)，

c c c c1 2 3 c 2ι s¢¢
¢

´
´́

c

ccχ1 χ2 χ3 χ2ι
χ0

S1 S2

Sa

　

··
·
··

(ただし，例外頂点から伸びている辺に対して反時計回りに番号がふら
れているものとする.) Miは次のような組成因子の構造をもつ直既約
加群である.

Mi = JJ JJ­­
1

2

3

­­

J
J

J
J

J
J

JJ
2ι − 1

2ι
S1

S2

Sa

2ι

Sa

2ι

JJ JJ JJ­­
3

2

1

ここで, Miの組成因子における単純加群 2ιの重複度はm−mn−i+1であ
り，例外頂点から伸びるその他の辺に対応する単純加群 Sj (j = 1, 2, . . . , a)

の重複度は，m − mn−i である.

また，対応する通常指標は

χM̂i
= χ1 + χ2 + χ3 + · · · + χ2ι +

∑
pi - tj , 1≤j≤m

χλtj

である.

ただし、上記の「直線」とは，その経路上に他の分岐がないことを意味
する.
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5 主定理の証明
証明の方針 . Scott加群に対応する通常指標を求めることによって，その加群
としての構造も決定する.

Step1

Scott加群に対応する通常指標における，非例外指標の因子への現れ方を
決定する.

命題 5.1. M が，自明でない非射影直既約 kG-加群で，radical quotientと
socleに自明な kG-加群をもつとする.このとき

(a) T (A)が定理 4.1 (a)の形ならば，Mは次のような組成因子の構造をもつ
直既約加群である.

M = JJ JJ­­
1

2

3

­­
2ι

2ι + 1
S1

S2

Sa
2ι + 1

Sa
2ι + 1

­
­

­
­

­
­

­­
2ι

JJ JJ JJ­­
3

2

1

ただし，2 ≤ ∃ c ≤ m が存在して，M の組成因子における単純加群
2ι + 1 の重複度は c である.

(b) T (A)が定理 4.1 (b)の形ならば，Mは次のような組成因子の構造をもつ
直既約加群である.

M = JJ JJ­­
1

2

3

­­

J
J

J
J

J
J

JJ
2ι − 1

2ι
S1

S2

Sa

2ι

Sa

2ι

JJ JJ JJ­­
3

2

1

ただし 2 ≤ ∃ c ≤ m が存在して，Mの組成因子における単純加群 2ι の
重複度は c である.
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Mの組成因子の構造を表した上の図についての詳細と，命題 5.1の証明は，
Janusz [7] §5 における，Brauer treeから直既約加群を作る方法を参照.

補題 5.2. (Landrock [9], I章, §5, 補題 5.8参照) Fjを単純 kG-加群，P (Fj)を
Fjに対応する PIMとする. M を任意の kG-加群とし，M の組成因子におけ
る Fjの重複度を cjとすると，

cj = dimk (HomkG(P (Fj),M)) .

命題 5.3. 0 < i < nに対してMi = Scott(G,Pi)とすると，対応する通常指標
χM̂i
は次のように表せる.

(a) T (A)が定理 4.1 (a)の形のとき

χM̂i
= χ1 + χ2 + · · · + χ2ι+1 +

c−1∑
j=1

χλtaj
(aj ∈ {1, 2, . . . ,m}).

(b) T (A)が定理 4.1 (b)の形のとき

χM̂i
= χ1 + χ2 + · · · + χ2ι +

c−1∑
j=1

χλtaj
(aj ∈ {1, 2, . . . ,m}).

証明. 命題 5.1，補題 5.2より従う.

命題 5.3より，Scott加群に対応する通常指標における，非例外指標の現れ
方が決まった.

Step2

残りの，例外指標の因子への現れ方を決定することにより，Scott加群に
対応する通常指標を完全に決定する.

χ = χ1 + χ2 + · · · + χ2ι+1 +
∑

pi | tj , 1≤j≤m

χλtj

とおき (定理 4.1 (a)の場合)，χ = χM̂i
となることを示す.

1. 次の補題と命題より，主ブロックに属する通常指標に関しては，Gの p-

元と p′-元上で値が一致すれば，指標自体が一致することが分かる.
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補題 5.4. (Feit [6], V章, 系 6.3参照) xをGに属する p-元で，CG(x)が
正規 p-補群をもつものとする. χがGの主ブロックに属する既約通常指
標ならば，CG(x)の全ての p′-元 yに対して，χ(xy) = χ(x)である.

命題 5.5. (Brauer [3], 命題 2A.参照) Gのある Sylow p-群Qが巡回群
であるとする. QiをQの位数 piの巡回部分群とすると，CG(Qi)は正規
p-補群をもつ (0 < i ≤ n).

注意 3. 任意の g ∈ Gは，Gの p-元 x と CG(x)の p′-元 y を用いて
g = xy と表せる. また，xがGの非自明な p-元ならば，あるQi ≤ G

(i 6= 0)が存在して CG(x) = CG(Qi)なので，CG(x)は正規 p-補群を
もつ. 従ってAに属する任意の通常指標 χに対して，g ∈ Gが p′-元で
なければ (つまり，x 6= 1であれば)，

χ(g) = χ(xy) = χ(x)

が成り立つ.

2. また，(G, Pi, NG(P1))に関する Green対応を指標で考え，補題 2.4を
用いることにより，次の補題が得られる.

補題 5.6. 0 < i < nに対してMi = Scott(G,Pi)とする. また，Miに
対応する通常指標を χM̂i

とすると，

(a) 任意の v′ ∈ P − Piに対し，χM̂i
(v′) = 0.

(b) 任意の 1 6= v ∈ Piに対し，χM̂i
(v) = pn−i.

(c) dimk(Mi) ≡ pn−i (mod pn).

3. 既約通常指標の p-元上での値は，Dade [4]によってその詳細が調べられ
ている.

4. 例外指標は p′-元上では同じ値をもつ.

以上のこと (その他の指標に関する細かな性質)を用いると，Gの p-元と
p′-元上で χと χM̂i

が一致することが示される.

Step3

Step2の計算から，命題 5.1において，M = Scott(G,Pi)ならば

c = mn−i + 1

であることが従うので ((a)の場合)，Scott(G,Pi)の組成因子の構造が決定する.
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6 一般のBrauer treeに対する考察
一般には，主ブロックのBrauer treeの形は定理 4.1 (a) (b)で示した形以外
の可能性もある. しかし，Januszによる直既約加群の作り方と，Scott 加群
の自己双対性より，自明な指標に対応する頂点から例外頂点までの道に対し
て，対称に描けることが分かる.また，対称な辺の対に対応する加群は，互い
に双対になっている.

d d d d t1 2 exc¶
¶

S
S

S
S

¶
¶

c c
c c
α1 αj

α∗
1 α∗

j...

...

(ただし，自明な指標に対応する頂点からは，2本以上辺が伸びることはない.)

このとき，Scott(G,Pi)に対応する通常指標は，定理 4.1 (a) (b)と同様に，
自明な指標に対応する頂点から例外頂点までの道に現れる通常指標のみを用
いて表せ，その取り方も定理 4.1 (a) (b)と同じである.

Scott加群の組成因子の構造については，Brauer treeが変われば直既約加群
の組成因子に現れる単純加群が変わるので，少し違ってくる. しかし，組成
因子に関係する単純加群は，自明な指標に対応する頂点から例外頂点までの
道に現れる頂点から直接伸びている辺に対応する単純加群のみであり，加群
の作り方はほとんど変わらない.

また，定理 4.1では，自明な指標に対応する頂点から例外頂点までの道の
長さが 1 の場合を除外しているが，このとき Scott(G, Pi)は長さ pn−iの単列
加群になることが分かる。そして，対応する通常指標は，定理 4.1 (a)のよう
に取れる.
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7 例
(a)

例 1. G := PSp4(7)，p = 5とする. このとき P = C25，NG(P ) = NG(P1) =

C25 o C4，m = 6である.

Aの分解行列は以下の通りである. (White [12]参照)

表の上段の 1，126，223，2178は次数を用いてBrauer指標を表している.

A 1 126 223 2178

1 = χ1 1 · · ·
126 = χ4 · 1 · ·
244 = χ9 1 · 1 ·

23041 = χ37 · 1 · 1

23041 = χ38 · 1 · 1

23042 = χ39 · 1 · 1

23043 = χ40 · 1 · 1

23044 = χ41 · 1 · 1

23045 = χ42 · 1 · 1

2401 = χ49 · · 1 1

ただし，P の生成元を u，E(25) = e
2π

√
−1

25 とすると，例外指標の生成元上で
の値は次のようになっている.

χ37(u) = E(5) + E(5)2 + E(5)3 + E(5)4 = −1

χ38(u) = E(25) + E(25)7 + E(25)18 + E(25)24

χ39(u) = E(25)3 + E(25)4 + E(25)21 + E(25)22

χ40(u) = E(25)9 + E(25)12 + E(25)13 + E(25)16

χ41(u) = E(25)2 + E(25)11 + E(25)14 + E(25)23

χ42(u) = E(25)6 + E(25)8 + E(25)17 + E(25)19

分解行列から T (A)が以下のように得られる.

d d d t d
χ1 χ9 χ49 χ0 χ4

1 223 2178 126

(χ0 =
∑

37≤j≤42 χj)

13



このとき，P1
∼= C5を vertexにもつ Scott加群M1は，

M1
∼=

JJ JJ­­ ­­

1

223 2178

2178
126

223

1

また対応する通常指標は，

χM̂1
= χ1 + χ9 + χ49 + χ37

である.
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例 2. G := PSL5(3)，p = 11とする. このときP = C121，NG(P ) = NG(P1) =

C121 o C5，m = 24である.

Aの分解行列は以下の通りである. (奥山 [11]参照)

A 1 119 3391 25769 33280

1 = χ1 1 · · · ·
120 = χ2 1 1 · · ·

3510 = χ9 · 1 1 · ·
29160 = χ29 · · 1 1 ·

332801 = χ34 · · · · 1

332802 = χ35 · · · · 1

332803 = χ36 · · · · 1

332804 = χ37 · · · · 1

332805 = χ38 · · · · 1

332806 = χ39 · · · · 1

332807 = χ40 · · · · 1

332808 = χ41 · · · · 1

332809 = χ42 · · · · 1

3328010 = χ43 · · · · 1

3328011 = χ44 · · · · 1

3328012 = χ45 · · · · 1

3328013 = χ46 · · · · 1

3328014 = χ47 · · · · 1

3328015 = χ48 · · · · 1

3328016 = χ49 · · · · 1

3328017 = χ50 · · · · 1

3328018 = χ51 · · · · 1

3328019 = χ52 · · · · 1

3328020 = χ53 · · · · 1

3328021 = χ54 · · · · 1

3328022 = χ55 · · · · 1

3328023 = χ56 · · · · 1

3328024 = χ57 · · · · 1

59049 = χ85 · · · 1 1
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ただし，P の生成元を u，E(121) = e
2π

√
−1

121 とすると，例外指標の生成元上で
の値は，

χ34(u) = E(11)2 + E(11)6 + E(11)7 + E(11)8 + E(11)10

χ35(u) = E(11) + E(11)3 + E(11)4 + E(11)5 + E(11)9

χ36(u) = E(121)13 + E(121)39 + E(121)85 + E(121)109 + E(121)117

χ37(u) = E(121)5 + E(121)14 + E(121)15 + E(121)42 + E(121)45

χ38(u) = E(121)2 + E(121)6 + E(121)18 + E(121)41 + E(121)54

χ39(u) = E(121)61 + E(121)62 + E(121)65 + E(121)74 + E(121)101

χ40(u) = E(121)35 + E(121)52 + E(121)73 + E(121)98 + E(121)105

χ41(u) = E(121)19 + E(121)29 + E(121)50 + E(121)57 + E(121)87

χ42(u) = E(121)17 + E(121)32 + E(121)46 + E(121)51 + E(121)96

χ43(u) = E(121)10 + E(121)28 + E(121)30 + E(121)84 + E(121)90

χ44(u) = E(121)8 + E(121)24 + E(121)43 + E(121)72 + E(121)95

χ45(u) = E(121)7 + E(121)21 + E(121)63 + E(121)68 + E(121)83

χ46(u) = E(121)31 + E(121)37 + E(121)91 + E(121)93 + E(121)111

χ47(u) = E(121)40 + E(121)94 + E(121)112 + E(121)118 + E(121)120

χ48(u) = E(121)67 + E(121)80 + E(121)103 + E(121)115 + E(121)119

χ49(u) = E(121)16 + E(121)23 + E(121)48 + E(121)69 + E(121)86

χ50(u) = E(121)20 + E(121)47 + E(121)56 + E(121)59 + E(121)60

χ51(u) = E(121)34 + E(121)64 + E(121)71 + E(121)92 + E(121)102

χ52(u) = E(121)38 + E(121)53 + E(121)58 + E(121)100 + E(121)114

χ53(u) = E(121)25 + E(121)70 + E(121)75 + E(121)89 + E(121)104

χ54(u) = E(121) + E(121)3 + E(121)9 + E(121)27 + E(121)81

χ55(u) = E(121)4 + E(121)12 + E(121)36 + E(121)82 + E(121)108

χ56(u) = E(121)10 + E(121)28 + E(121)30 + E(121)84 + E(121)90

χ57(u) = E(121)26 + E(121)49 + E(121)78 + E(121)91 + E(121)113

分解行列から T (A)が以下のように得られる.

d d d d d t
χ1 χ2 χ9 χ29 χ85 χ0

1 119 3391 25769 33280
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(χ0 =
∑

34≤j≤57 χj)

このとき，P1
∼= C11を vertexにもつ Scott加群M1は，

M1
∼=

JJ JJ­­ ­­

1

119

3391

25769

33280
33280

33280
­­ ­­JJ JJ

25769

3391

119

1

である.また対応する通常指標は，

χM̂1
= χ1 + χ2 + χ9 + χ29 + χ85 + χ34 + χ35

である.
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(b)

例 3. G := SL2(8)，p = 3とする. このとき P = C9，NG(P ) = NG(P1) =

D18，m = 4である. Aの分解行列は以下の通りである.

A 1 7

1 = χ1 1 ·
71 = χ2 · 1

72 = χ3 · 1

73 = χ4 · 1

74 = χ5 · 1

8 = χ6 1 1

ただし，P の生成元を u，E(9) = e
2π

√
−1

9 とすると，例外指標の生成元上での
値は，

χ2(u) = −{E(3) + E(3)2} = 1

χ3(u) = −{E(9)4 + E(9)5}
χ4(u) = −{E(9)2 + E(9)7}
χ5(u) = −{E(9) + E(9)8}

分解行列から T (A)が以下のように得られる.

d d t
χ1 χ6 χ0

1 7

(χ0 =
∑

2≤j≤5 χj)

このとき，P1
∼= C3を vertexにもつ Scott 加群 M1は，

M1
∼= 1

JJ
JJ

7
7

7
7

1

である.また対応する通常指標は，

χM̂1
= χ1 + χ6 + χ3 + χ4 + χ5

である.
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例 4. G := Suz(25)，p = 5 とする. このとき P = C25，NG(P ) = NG(P1) =

C25 o C4，m = 6である.

Aの分解行列は以下の通りである (ただし，124∗は 124の双対を表す).

A 1 124 124∗ 1023

1 = χ1 1 · · ·
124 = χ2 · 1 · ·

1242 = χ3 · · 1 ·
10241 = χ14 1 · · 1

12711 = χ30 · 1 1 1

12712 = χ31 · 1 1 1

12713 = χ32 · 1 1 1

12714 = χ33 · 1 1 1

12715 = χ34 · 1 1 1

12716 = χ35 · 1 1 1

ただし，P の生成元を u，E(25) = e
2π

√
−1

25 とすると，例外指標の生成元上で
の値は，

χ30(u) = −{E(5) + E(5)2 + E(5)3 + E(5)4} = 1

χ31(u) = −{E(25) + E(25)7 + E(25)18 + E(25)24}
χ32(u) = −{E(25)3 + E(25)4 + E(25)21 + E(25)22}
χ33(u) = −{E(25)9 + E(25)12 + E(25)13 + E(25)16}
χ34(u) = −{E(25)2 + E(25)11 + E(25)14 + E(25)23}
χ35(u) = −{E(25)6 + E(25)8 + E(25)17 + E(25)19}

分解行列から T (A)が以下のように得られる.

d d t d

d

χ1 χ14 χ0 χ2

χ3

11 1023 124

124∗

(ただし χ0 =
∑

30≤j≤35 χj)
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このとき，P1
∼= C5を vertexにもつ Scott加群 M1は以下の通りである.

M1
∼=

1

J
J

JJ

J
J

JJ

1023

1023

1023

1023

1023

1023

124∗

124∗

124∗

124∗

124∗

124

124

124

124

124

1

また，対応する通常指標は

χM̂1
= χ1 + χ14 + χ31 + χ32 + χ33 + χ34 + χ35

である.
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例 5. G := PSL2(53)，p = 3とする. このときP = C27，NG(P ) = NG(P1) =

D54，m = 13である. Aの分解行列は以下の通りである.

A 1 52

1 = χ1 1 ·
521 = χ4 · 1

522 = χ5 · 1

523 = χ6 · 1

524 = χ7 · 1

525 = χ8 · 1

526 = χ9 · 1

527 = χ10 · 1

528 = χ11 · 1

529 = χ12 · 1

5210 = χ13 · 1

5211 = χ14 · 1

5212 = χ15 · 1

5213 = χ16 · 1

53 = χ17 1 1

P の生成元を u，E(27) = e
2π

√
−1

27 とすると，例外指標の生成元上での値は，

χ4(u) = −{E(3) + E(3)2} = 1

χ5(u) = −{E(27)11 + E(27)16}
χ6(u) = −{E(27)2 + E(27)25}
χ7(u) = −{E(27)7 + E(27)20}
χ8(u) = −{E(27)4 + E(27)23}
χ9(u) = −{E(27)5 + E(27)22}
χ10(u) = −{E(27)13 + E(27)14}
χ11(u) = −{E(27)8 + E(27)19}
χ12(u) = −{E(27)10 + E(27)17}
χ13(u) = −{E(27) + E(27)26}
χ14(u) = −{E(9)2 + E(9)7}
χ15(u) = −{E(9)4 + E(9)5}
χ16(u) = −{E(9) + E(9)8}
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分解行列から T (A)が以下のように得られる.

d d t
χ1 χ17 χ0

1 52

(ただし χ0 =
∑

4≤j≤16 χj)

このとき，P1
∼= C3を vertexにもつ Scott 加群 M1は以下の通りである.

M1
∼=

1

J
JJ

J
JJ

52
52

52
52

52
52

52
52

52
52

1

対応する通常指標は，

χM̂1
= χ1 + χ17 +

∑
5≤j≤13

χj

である.また，P1
∼= C9を vertexにもつ Scott加群 M2は以下の通りである.

M1
∼=

1

J
JJ

J
JJ

52
52

52
52

52
52

52
52

52
52

52
52

52

1

対応する通常指標は，

χM̂2
= χ1 + χ17 +

∑
5≤j≤16

χj

である.
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